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UNIDADE 1
SUCESSOES
1 — Nogdes preliminares. Considerada uma sucessio de
nimeros quaisquer (1):
() RS M L e

onde a, caracteriza o termo geral, para representa-la usaremos o
simbolo [ a, ].

Diremos que [ a, | € dada, ou melhor, determinada, quando
soubermos escrever qualquer termo de ordem arbitrariamente
escolhida.

Em certos casos, poderemos obter o elemento assim prefi-
xado, sem o conhecimento dos que o precedem; em outros nio.

Tomemos, como primeiro exemplo, a sucessio:

1 2 n ]
- - e — (1)
2 3 n-+41
l . - -
O termo geral, — —, define a lei de /ornmgu() de seus
n--1

elementos e permite escrever, imediatamente, qualquer termo
de ordem dada. A sucessio ¢, portanto, determinada. Mas,
embora nio conhecendo a expressio do termo geral, poderemos
ter, em muitos casos, sucessges determinadas .
~ Consideremos, por exemplo, os valores aproximados de
V3, por falta e, respectivamente, a menos de: 1, 1/10, 1/100,. ..
A sucessio obtida:

1 L7 178 s . . (2)

¢, ainda, determinada, pois conhecemos o algoritmo para o cal-
culo de seus sucessivos elementos.

(1) Estamos adstritos ao domfnio real. Observemos, além disso, que s6 nos
Interessam as Sucessoes infinitas.
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Outro exemplo interessante de sucessdo determinada obtem-
se quando se consideram os niimeros primos na ordem natural:

15 A 8 Luhh s e E s 11 g (3)

Para essa sucessiao nao foi encontrado, até hoje, o termo
geral, nem se tem uma lei qualquer para o calculo de seus ele-
mentos sucessivos. Sao, entretanto, conhecidos critérios pelos
quais poderemos prolongé-la indefinidamente (2) . E, pois, uma
sucessao determinada. ;

2 — Limite de uma sucessdo. Consideremos um nimero
€ positivo e tdo pequeno quanto quisermos. Poderemos, por
exemplo, imaginar: ¢ = 10-1, ¢ = 10-5, etc.

Se, a cada valor atribuido a g, corresponder um indice
n, tal que tenhamos :

la,—a | < ¢ (4)
para n = n,, diremos que @ ¢ o limite para o qual tende a su-
cessdo [ a, |. Escreveremos entio:

lima = a (3)

Equivale isto a dizer que, por menor que admitamos g,

existird sempre, no intervalo (a —g, a + e), uma infinidade
de elementos de [a ], isto é :

a—e<a <a+ce (5)

para n = n,.
Dessa maneira, fora do referido intervalo, s6 encontraremos
os elementos :

a a oo a

1 2 fe—1

que sio em numero determinado.

(2) Cfr. “Matemdtica — 2e¢ Ciclo”, 1* Série, 22 ed., Aritmética tedrica, 74
e 75 (pgs. 99 e 100).
(3) O ntmero a & chamado, também, ponto de acumulagdo ou ponto-limite
da sucessfio e & usual escrever-se lim @, = a. Salvo indicagiio em contrario,
R~po0
admiti-lo-emos, sempre, finito.

3* SERIE — &l.('.l-:}}_l(.} 11

>
Consideremos, por exemplo, a sucessao (1). Sera facil mos-
trar que

lim RLeb i 2 =1 (6)

Com efeito, temos nesse caso :

| a|l—a fien T [ R
¢ n+1 Ry B s

I

| o
e qualquer que seja o valor atribuido a ¢ poderemos determi-

nar n, de modo que a condicio (4) seja satisfeita para'n = n,.
Fixemos, por exemplo, o valor ¢ 10-5.
Para que seja satisfeita a referida condicio (4), bastara
admitir :

R e T S
n+:1 100 000
isto é :
n-+1> 100 000
ou, melhor :

n = 100 000

Teremos, désse modo, n, = 100 000. E para qualquer
outro valor de g procederiamos analogamente.

3 — Observagéio. Quando uma sucessio [ a, ] tende para
um limite a, podemos ter sistematicamente: a, < a ou a, > a.
Em certos casos, entretanto, os valores a_ oscilam em torno de a.

(=1)*
E o que se di, por exemplo, com a sucessio: 1-7'--—;—
isto é:
~ ST R B s e
0 — — — — — — ... (7
C Wk e G el
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Vé-se, facilmente, que seu limite ¢ 1, porque, para a =
viria:
(—Dn» 1
n S

| ay—a | =

mostrando que a condi¢io | a,—a | < ¢ exigiria apenas que

toméssemos — < ¢ e, por consequéncia, n > —.
n €

Marcando, sdbre um eixo, abcissas proporcionais aos su-
cessivos termos de [a‘ ], obteremos a figura abaixo, onde se

evidencia. a eseilagigo em torno de 1.

0 e 3 NG
@, 050, @ a0, a,

(Fig. 1)

Observe-se que, aos valores pares de n, correspondem nii-
meros superiores a unidade e, ao contrario, aos valores impares
de n, numeros inferiords & unidade.

4 —— Sucecssdes convergentes e divergentes; regulares e
oscilantes. Dada uma sucessio [an ], se existir um numero

a satisfazendo & condicdo (4), diremos que a mesma é con-
vergente.

Em outros casos, escolhido arbitrariamente um ntmero E,
positivo e tdo grande quanto desejarmos, ao mesmo correspon-
de um indice n, tal que:

i e (8)

para n = n_.

Diremos, entdo, que a sucessio [ a, | ¢ divergente. Escre-
Veremos:
lima =+ e«
quando, a partir de certa ordem, seus termos se conservarem
positivos e:
lima =—

3* SERIE — ALGEBRA

quando, ao contririo, a partir de certa ordem, éles se conser-
varem negativos (1) .

Ha casos, entretanto, em que os termos de [ a, ] variam
indefinidamente de sinal. E, por exemplo, o que se da com a
sucessio | [ (— 1)n].

S6 é cabivel, nesta hipdtese, escrever-se:

lim|a | =
n

Em conjunto, as sucessdes convergentes e as que divergem
para + « ou para — « sdo denominadas regulares. As suces-
soes ndo regulares sio denominadas, de um modo geral, osci-
lantes ou dispersivas.

Diz-se, neste ultimo caso, que lim a, ndo existe. E por-
tanto oscilante a sucessdo, acima referida: [ (—1 )*n] (5).

Outro exemplo interessante ¢ constituido pela sucessio

nx
sen —— |,
2
Para n=1, 2, 3, ete., virio, como elementos correspon-
dentes:

1 0 —1 0 1 0 —1 0 g
mostrando que nenhum sentido teria o simbolo lim a ; a su-

cessdo oscila, indefinidamente, entre os trés nimeros 1, 0 e
BT ()

5 — Consequéncias. Das definicies adotadas e das con-
sideracdes feitas, decorrem diversas consequéncias importantes,
a saber:

a) Sendo lim a, = a, teremos lim (a —a) = 0 e vice-
versa. De fato, a relacgio:

(8 vk s

(4) Observe-se que o conceito de limite infinito &, apenas, uma exten-
sfio, pols, justamente nesse caso, | ay | oresce além de qualquer limite.

(5) Este exemplo caracteriza, verdadeiramente, as sucessdes oscilantes-di-
vergentes.

(6) Diz-se, neste caso, qQue & oscilante-indeterminada.
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podera ser escrita:
| ((1"—(1)—~() Ee

que mostra ser lim (a”—a) = 0. A reciproca ¢ evidente,

b) Sendo lim 4 =aeazx,o sinal de a_ coincidira com

o de a, q partir de certa ordem. Bastara ver que:
A—g¢ < a2 < a+tg

PAYY ' n-x5:n. - E poderemos ainda concluir que:

lim | q | =l a 12
n
¢) Sendo a = b.. = ¢ e lim a4 = lime = q, teremos
) | n
lim bn = a. Ora, neste €aso, poderemos escrever:

a —q = b —a = c—a

| 1 = .
mostrando que | & —a | nido Supera o maior dentre os dois

—a |. E evidente entio que

" .

nimeros: | o il e Rl
k n v

li =

mb a.

d) Sendo () =b. =g ¢ lim g
n n

0, leremos, também,

limb — astars is i
A 0. Bastarj ter em vista que, afirmar ser lima — 0,
> Tve » o« g y s
equivale gy escrever, no presente caso -
Q
n < 8
Para n = n,
e) Sendo 1i g = i [
lim | a | = w, teremos lim = 0 e vice-
a
n

versa. Com efeito, da relacio:

la | >E
concluimos :
1 1
e

T,

AR
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ou melhor:
1 i
———— < &
a
n

Para n = n . A reciproca ¢ evidente.

-1
Tomemos, como exemplo, a sucessio / ==

n
RS P
| e el
arat g
. oot & 1 .
Teremos lim — — 0, visto que limn = o .

n
6 — Sucessdes monétonas. Dizem-se mondtonas ndo cres-
cenles as sucessoes em que:
(1” = an+1

€ mondlonas ndo decrescentes aquelas para as quais, ao con-
trario :

a = a
n n-+4-1
< - 1 4
Fomemos, por exemplo, a sucessdo | ____ 1 . Fa-
2n +(—1)n
zendo n 1, 2, 3 etc., virdo os elementos:
RS S [ | 1
D e e
I TR IR 13

mostrando-nos que a mesma ¢ mondtona ndo crescente.

Entre as sucessges mondélonas nao decrescentes, devere-

mos incluir as crescenles, para as quais a < a ., Analoga-
. 3

mente, entre as mondotonas ndo crescentes, deveremos contar
as decrescentes, para as quaisa > q £ Poderemos ter ainda:
n n-4

a = a

Diz-se, nesse caso, que a sucessio ¢ mondtona estaciond-
ria ou, simplesmente, estaciondaria,

el A



UNIDADE II

FUNCAO DE UMA VARIAVEL REAL

32 — Evolugdo da idéia de fungdo. A idéia de fungao,
fundamental em todos os dominios da matematica, ja foi por
no6s apreciada em alguns de seus aspectos, ao tratar dos poli-
nomios em geral e ao estudar, em particular, o trinomio do 2°
grau (33).

b‘ : E dificil precisar-se a época em que se eshocou o conceito
de funcdo, porque, desde os passos iniciais da ciéncia mateméa-
: . tica, em remota antiguidade, quando foram estabelecidas as
primeiras relacdes entre as grandezas caracteristicas dos pro-
. blemas considerados, pode-se dizer que surgiu, implicitamente,
~a idéia de funcio.
: Tomemos, por exemplo, a férmula de quadratura do cir-
culo:

S=xr

Ao aprecid-la, diremos insensivelmente que a drea ¢ fungdo
~ do raio. -

Mas a Geometria analitica de Descartes, em 1637 (34), es-
tabelecendo o estudo das curvas planas em geral, através de
equacoes caracteristicas, e instituindo, reciprocamente, a inter-
etacio das equacdes de duas varidveis, através de represen-
tacoes grificas convencionais, abriu novos horizontes a idéia
» funcdo que, pouco depois, em . 1698, recebia, de Jodo Ber-

(33) Cfr. “Matemdtica — 20 Ciclo” — 1% Série, 2% ed., Algebra, 2, 3, 41,
42, 43, 44 ¢ 45.

< (34) Descartes, em sua obra classica, “La Géométrie”, Leida, 1637, tra-
- tou somente do espaco de duas dimensdes, O estudo das curvas reversas e
das superficies é devido a Schooten e Parent (1713) e a Clairaut (1731). se+
guldos por Euler, Monge e outros,
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16 — Critério geral de convergéncia de Cauchy (2%). Da
definicio que adotamos para série e do critério geral estabele-
cido para as sucessoes (10), decorre imediatamente um prin-
cipio de ampla generalidade no estudo da natureza duma série:

“E condi¢do necessdria e suficiente para que a série S a_ seja
convergente que, a todo nitmero g, positivo e tdo pequeno quan-
to desejarmos, corresponda um indice n, tal que tenhamos:
S —S |
| 3 e (46)

para n =>n,, sendo p qualquer”.

De acordo com (43), vemos, entio, que ¢ necessario e su-
ficiente para que uma série seja convergente, que tenhamos:

R e (47)

" P
para n = n,, sendo p qualquer”.
Na pritica, entretanto, nem sempre ¢ de facil aplicacao
. éste eritério. Dai o uso dos mais variados recursos nas ques-
toes relativas & convergéncia das séries.

ESTUDO DA NATUREZA DE ALGUMAS SERIES CLASSICAS

17 — Série de Mengoli. E do tipo M’ —— e pode-
“~ n(n+1)

remos, com facilidade, determinar § em fun¢io de n. Sem-
n

pre que isso for possivel, a natureza da série decorrera do es-
tudo de lim S .
n
Com efeito:
1 1 1 1 1

S = ——4+—onu o — .. o=
n 155D 208 3.4+ % (n-1)n +n(n+1)

=<l 5 A1_> 1 1 + 1 1 \+ %
G\ o 3 4 )i
1 I3
_+4 (.—' PERAR )+ ( l 2 1
n—1 n n (3 o |

(23) O critério geral de convergéncia, para as séries, é devido, verdadei-
ramente, a Bolzano (1817) e Abel (1826).

—

£
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Desenvolvendo e simplificando, vira:

1
T A A5 (48)
S =1 i

mostrando que lim S"== 1, isto é, a série é convergente e tem

asomaS =1 (3%).

18 — Séries geométricas. Sio do tipo X' e as reduzi-
das constituem progressées geométricas com O Primeiro termo

unitario, isto é:

s"=1+;,+)ﬁ+ cos = A

Portanto:

1=
S = ————
n 1__}‘
€: o
1 —lim A"
lim § =
n 1___}‘
E ja vimos, no estudo da sucessio [a»] que, sc? para
| & | < 1, teremos lim i* = 0 (9, Exercicio I, e), isto é:
' 1
imS: = 49)
S=1lmS =—— (
n 1 —
Para 1 = 1, viraA § = n, mostrando que a série se tor-
< L . "
nara divergente, pois lim § = -+ .
Para . = — 1, teremos o algoritmo:

Ry e 3 T G

que conduz, alternadamente, aos valores 1 e 0. A série se
torna, pois, oscilanic-indeterminada.

Para . > 1, encontramos lim Sn = +4 o ; a série diverge
para + . Finalmente, tomando 1 < — 1, a série ainda diver-

gira, oscilando, entretanto, entre 4« e — .

s séries hipergeomé-
24 BEsta série ¢ um easo particular das denominadas séries ) 4
trim.(v. guja soma, em geral, se determina com facilidade (Cf_r.‘ R(-‘)_ Pastor,
“RElementos de analisis algebraico”, 5* ed., Madrid, 1939, pgs. 209, 397).

o e

s

N




FUNGAO DE UMA VARIAVEL REAL

correspondéncia.

trica, uma expressao irracional, um log
do a funcgao.

-

pondendo a cada valor atribuido a x.
entio, — plurivocas ou plurivalentes.

se cada determinacio de y como uma

a=x=D>

chama-se intervalo fechado, d

se tem:
) P il

Além disso, poderemos supor 0s casos:

a=x<b
a< x=Db

em que se inclui, apenas, um

(39) Cantor o denorminava intervalo continuo.

Comumente, entretanto, a caracteristica f da funcdo é o
simbolo de uma expressdo analitica que define e estabelece a

Poderemos ter, entdo, um polindbmio, uma linha trigonome’-
garitmo ete. caracterizan-

34 — Observagho. - A defini¢io que demos abrange as
funcdes denominadas comumente — univoca

Mas, em muitos casos, h4 mais de um valor de y corres-
E as funcdes sdo ditas,

s ou univalentes.

Em tal hipotese, &, entretanto, didatico e usual, considerar-

funcio a parte, consti-

conjunto de numeros reais satisfazendo a condigio:

e extremos a e b (3). O intervalo
& dito aberto, quando se excluem 0s extremos, isto ¢é, quando

{uindo uma ramificacdo da funcio dada. 4
Colocando-nos sob ésse ponto de vista, nio precisaremos, i

em geral, fazer referéncia a univocidade da fungdo.
b
35 — Intervalos. l)}ulus dois numeros quaisquer, a € b, o ;

T ——

dos extremos. Sido intervalos 3
abertos @ direita e a esquerda, respectivamente. ;
A diferenca b-a define a amplitude do intervalo.

3% SERIE ALGEBRA 61

.;\l(‘ll] dos intervalos finitos, delimitados por dois niimeros
4P 3 safval o . 4 ‘nfi ‘
reais, a e b, é possivel conceber intervalos infinitos, tais como:

=a ou x=20>0
o< Q0N 2 >0h

delimitados num so6 sentido.

dor extensa . :
b ll (]n extensiao, poderemos, ainda, chamar de intervalo a to-
. « ) ] ’ S 2 1R 1 1 y
d.l]l.( ade dos nimeros reais, que conslitui um conjunto nao
o [ t ) :
elimitado, quer num, quer noutro sentido (4°)

36 — Variavel conti ia
inuaj; variavel progressiva. Quz
uma funcio: . s

U fis ()

é (.It'fmulu num intervalo, diz-se que x ¢ uma varidvel continua
pois, neste caso, o dominio dessa variavel x ¢ constituido pela
totalidade dos nitmeros reais do intervalo (1) .

E o que ocorre, comumente, com as funcoes usuais de uma

s '-‘ o o o L J > . : : ; : : ]
ariavel real. No entanto, poderemos ter funcoes definidas
& o ar: T TOQ ' 1 . : e et
slonunl(, para valores inteiros, racionais ou, mesmo, irracionais
de x. ~

l‘)( um modo geral, quando o dominio de variabilidade é
constituido por uma sucessio [ a, ], o argumento passa a de-
nominar-se varidavel progressiva ou variante

> .Itm particular, a variavel inteira ¢ representada, de prefe-
réncia, por n.

(40) Tém sido tentadas diver O
E adas iversas convencdes para repre ar isti
e \ . el G D : Are presentar caracteristi-
> l:n(llll( os intervalos. Assim, um intervalo fechado, de extremos a e b \'r‘ill.
i > . ; 5 @ : » b, seri:
- ] ;.u a b; aberto, (a, b) ou a b: aberto a direita, [ a, b ) ou ¢ [/
esquerda ( a, b ] ou a l/ | DA I ’ ' S 44
8 > y ) 3, com o simbolo o, estenderi:
I s et . «, estenderiamos tal represen-
,[U-.‘ u' 108 lrnlzl\.llqr« nio delimitados. (Cfr. Lelio Gama, “Introdug¢do :'xl!:'rn'l
s conjuntos”, Fasc. 1, Rio, 1941 p . 0 ; ’ 4
> J ’ asc. ’ 0, : » PE. e Amoroso Costs 5 3 i
s 00N , Fasc. 1, R Ar ¢ osta, “As idéias funda-
t s da matemdatica”, Rio, 1929, pg. 136). Essas convencdes, entret: a
B s ciac s crealiondio j l88as wcdes, entretanto, nao

(41) T TR =
1) I'al conjunto define o continuo linear (aritmético)

Matematica — 2¢ Ciclo — 3* Série
o
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EXERCICIOS PROPOSTOS

15. Estudar as descontinuidades das func¢des abaixo:

1
I) ¢ =sen — , para ¢ = 0
@
ks

II) =ces S Nars —y0r;

y
y =x—E (x), parax = 2;
1
—12 — ,parat = 0;
2k24+k—3
K-kt k-1

2x—5

V) D =

V) y = —
3x24+xr—2

1
16. Estudar a continuidade da funcido f(.) = (141) *» no
ponto . = 0. ;
o

UNIDADE III

DERIVADAS; DEFINIGAO; INTERPRETACAO
GEOMETRICA E CINEMATICA

_ 54 — Derivada de uma fungdo. Seja x um ponto qual-
 quer de um intervalo (a, b), onde se supoe definida a funcdo
= f ().

Atribuido a  um acréscimo arbitrario A x (%), o acrés-
. cimo correspondente da funcio, que caracteriza sua diferencga,
isera (°0):

Ay =f (x+Azx) —f (2) (1)

Ay
O limite da razdo incremental ——, para Ax — 0, quando
) Ax

existe, define a derivada da fungdo; seu valor depende do ponto
~ considerado (°1).

Para representi-la, sio usuais os simbolos:

7 1
f’(x) (Lagrange) ; —(‘L (Leibniz) ; D f (x) (Arbogast);
: dx

1)z f () (Cauchy)
Podemos, portanto, escrever:

z+Ax) —f (x
f (x) = Alim A gk ;) () (2)
L b x

(59) B claro que x4+ Az deveri ainda pertencer ao intervalo considerado.
(60) Cfr. “Matemdtica — 2° Ciclo” — 1* Série, 2* ed., Algebra 41, pg. 226.
(61) Observemos que, para Az =0, essa relagiio nio & determinada, pois
0 ’
S toma a forma —, sem significado numérico.
0

ol s s L dadd
SN
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e dizer que f (x) é derivavel no intervalo (a, b), quando, a cada
ponto do mesmo, corresponde um valor determinado de f’(z).

Seja, por exemplo, a funcio f (x) = a%.
Vira:
Ay = f(x + Ax) —f(x) = (x4 Ax)3 — 28 =
= 322 Ax + 3x(Ax)2 4 (Ax)3

Ay x
—— = 3224 3xAx+ (Ax)2
Ax
Portanto:
Ay
f’ () = lim wo bl = 3
Az— 0 Ay
A funcio é derivdvel em qualquer ponto.
Ao contrario, a funcio:

f (% = x sen s £ (0) =0
<

para a qual:

1
— & sen ——

Ay = (x+4+Ax) sen
Tt+Ax T

nao ¢ derivavel no ponto x = 0. De fato:
X A 2 1
lim [——LJ lim sen ——
As— 0| Agp Az — 0 Az
z=0

e ésse limite nao existe. Quando Ax— 0, sen oscila in-

definidamente entre 1 e — 1,

Observemos, no entanto; que, para ésse ponto x = 0, a fun-
cio ¢ continua.

55 — Derivada infinita. Por exlensido, diz-se ainda que
a fungio ¢é derivdvel, quando o limite ¢ infinito.

3 :
E o que se da com f (x) \/ x—1 no po?‘,o z = 1.

e

-

o

I

3% SERIE — ALGEBRA

Com efeito:

—— = lim =lim ——— =+
Az A® =0 Az_.o“\/(Ax)'.n

CE—

Ay Ax 1
Ax

Diz-se, entio, que a derivada ¢é infinita, escrevendo-se:

F9(1) {=-Fen

56 — Continuidade das fungdes derivaveis. “Toda funcdo
que admite uma derivada finita para um dado valor X, da va-
riavel, é continua nesse ponto”.

De fato, deveremos ter:
f(x,+Ax) —f(x)

lim = ' (x,)
Az — 0 Ax

e, por conseguinte:

f(x +az)—1f(x)
- =f'(x) +3 (3)

Az
sendo § uma quantidade cujo limite ¢ nulo, quando Ax — 0.
Dai, tiramos: '
fx +Ax) —f(x) = Az {f'(z) + 9]

Mas, sendo finito o wvalor f° (x,), teremos, como conse-
quéncia:

lim [ (z,+420) —f ()| = 0 4)
Ar -0

que representa a condigio para que f (x) seja continua no

ponto x_.

A reciproca, entretanto, nao ¢ verdadeira. A continuida-
de em um ponto nio implica a derivabilidade da fungio, como
se patenteou no segundo exemplo considerado antes.

Matemética — 2° Ciclo — 33 Série
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57 — Interpretacdao geométrica da derivada. Considere-
mos, em um sistema cartesiano ortogonal, a curva representa-
tativa de uma funcio y = f (x) (fig. 16).

Os pontos M e N, de abcissas x e x + Az, respectivamente,
determinam uma secante S que forma com 0x um angulo a

| Y

,
~

L
”
-
e e/
-

Cr

Quando imaginarmos Ax— 0, o ponto N aproximar-se-a
indefinidamente de M. O limite das posicies da secante S,
como sabemos, sera a tangente T, formando com 0x o 4ngulo a.
Mas, no triangulo retangulo MNQ:

Ay

(Fig. 16)

()

Por consequéncia:

I Ay I
m —— - im g =t
Az— 0 A Wncie AP0, s

isto ¢é, a derivada da funcio y = f (x), correspondente a um
ponto de sua curva representativa, em um sistema de eixos car-

tesianos ortogonais, é o coeficiente angular da tangente nesse

ponto (%2)

X 3 ; Ay sen a
(62) Se os eixos formarem um angulo #, vird lim — = -, eX~
i 15 Ar0 Ax sen (f—a)
I)} essiio geral do coeficiente angular (Cfr. Roberto Peixoto, “Elementos de
Geometria Analitica”, vol. 1, 2» ed.,, 1941, pg. 107).

3" SERIE — ALGEBRA

58 — Observacdo. Essa interpretacao geométrica nos mos-
tra que, nos pontos de derivada infinila, a curva representativa da
funcao apresenta tangente paralela a oy, pois, para os mesmos,
BRI = =00

59 — Interpretacao cinematica da derivada (°*). Consi-
deremos um moével animado de determinado movimento. Seja

f ()

a lei que o define.

Suponhamos que, no instante ¢, [ represente o espaco per-
corrido.

No instante ¢ + A ¢, teremos o espaco / + Al onde:

Al = f (t+At) —f (1)
A relacao: .
Al f(t+At) — (1)

At At

representara a velocidade média com que foi percorrido o es-
paco Al
Se tomarmos o limite, para At — 0, teremos o que se cha-
ma a velocidade num instante t (instantinea ou verdadeira) .
Portanto, a derivada, do espaco em relacao ao tempo, re-
presenta a velocidade no instante considerado.

EXEMPLO - “No movimento definido pela lei 1= a + bt -} ct2,
determinar a velocidade em um dado instante”.

Ora, sendo:

l = a+ bt + ct? (8)

(63) A introduciio, em fins do século XVII, do conceite de derivada, de-
"Wido principalmente a G. W. Leibniz e I. Newton, constitufu um dos maiores
passos que j4 deu a Matemdtica. O primeiro partiu do problema geométrico
das tangentes; o segundo, do conceito cinemdatico de fluxdo. A denominagio
derivada foi criada por Leibniz, em 1677. A Newton deve-se :\iml:x o método
das primeiras e iltimas razées (método dos limites) e a notagilo ¥ que, cafndo
em desuso, voltou, hoje, a ser empregada na Mecinica. J. L. Lagrange, fol um
dos continuadores da concepclio déssesd dois grandes génios. Entre os trabalhos
de critica mais conhecidos temos o de Carnot, “Réflexions sur la métaphysique
du Caleul infinitésimal”, (4* ed., Paris, 1860).
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3% SERIE — ALGEBRA 97

onde ! é o espaco percorrido; ¢, o te

mpo e a, b, ¢, coeficientes de-
terminados, teremos:

A expressio (11) nos mostra que o cdlculo das diferenciais
reduz-se ao cdalculo das derivadas.
Al=a+b(t4+A) +c (t4+AD2—a—pt—cp2

e, por consequéncia : 61 — Interpreta¢ds geométrica da‘diferenglal. Conside-
F i remos, em uma curva de equacio y f (x), dois l“"‘.tos ':" g
= b+2ct+cAt N de abcissas, respectivamente, x e x + A z (fig. 18) e imagine-
At mos tracadas a secante S e a tangente 7.
Logo : ¥
Al :
U =:im "< sl acl 9) Y T
Al—=0 At U ’,rS
60 — Diferencial de uma funcéo. Representando por dy 7
a diferencial da funcio y = f (2), tem-se por definicao: ,’9” by
/\'."‘ '.(
dy = f'(x) Ax (10) = . ’\:;'1 {“R
Fomemos, entretanto, o caso particular da funcio y = 2. ‘ %9, = -
Visto que Ay = Az, vira: i e - 3
! i 0 i
Ay { 5 = =
— a1 ’ e 4
\ T | -7 / x
o ! x 0 P Q X ;
€, por consequéncia : ! I T
Al ’
i 2 (Fig. 18)
Az — 0 A g

O triangulo MRU nos 'da:

RU . = Ax" tga

mostrando que a derivada dessa funcio ¢ sempre a unidade.

Entio, de acordo com (10), sua diferencial sera:

; 1 A Mas, tg « f” (x), de onde:
2 | : R /. (x). Az
] ; Sl‘lhslllllillll().\‘. p.n.-(:mln_ em (10), o acréscimo A z, pela (.11- mostrando que a diferencial dy constitui o acréscimo RU da or-
Jerencial dx da variavel. Vira para expressio da diferencial 2 ;
[ ¥ denada da tangente.
de uma funcdo y f(x): |
g ' 62 — Observagdo. A diferencial, como se vé, é, em geral,
dy ' (x) dx (%) (11) i % A a diferenca Ay. - Mas, quando Az—>0,
] finita e determinada, tal como a diferenc¢a Ay. . e
i S - uma e outra tendem para zero. E usual, entio, ('hnm.u:.st a dife-
dy 4 rencial, de acréscimo elementar ou instantineo da funcao.
’ ® : : :
~7~A Ll E) (12) Ora, da fig. 18, tiramos imediatamente:
dx ’

Ay = Ax tg a
e L »
(64) ~ Esse conceito simples de diferencial é devido a Cauchy (1843). A
idéia original de Leibniz (1684), complexa e metaffsica, foi posta & margem.

dy = Ax tg a
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23. Determinar os tipos gerais de equacées reciprocas do 4.

grau. ) S

24. Calcular as raizes das equagoes abaixo, sabendo que
mesmas admitem raizes iguais :

as

o

I) a8 — 922 4 27 2 — 27 = 0;

e,

) yt+ — y3 — 3y2 + 5y — 2 = 0;:

¥,

III) 65 4+ 14 — 5135 — 12 4 8 — 4 = 0:
IV) % + 29° — 4yt — 6y3 + Ty? + 4y — 4 = 0.

25. Dada a equacao (4 212 + 8t — 3 = 0, determinar A de
modo que admita uma raiz fripla. Calcular essa raiz.

26. Calcular as raizes comuns das equacoes:

I) 8 —5845245t—6=0e 23— 92+ 7t + 6 = 0;

II) at — 1628 4 91a2 — 216z + 180 = 0 e 2t — 2273 -

+ 17922 — 638z + 840 = 0. . b PARTE II — GEOMEETRIA

Euclides Roxo

Zruter.

S L Sk cbeiond a8 e




UNIDADE VI

. TEOREMA DE STEWART E SUAS APLICAGCOES AO CAL-
i CULO DAS LINHAS NOTAVEIS DO TRIANGULO.

1 — Definigdes. Chama-se CEvIANA (1) qualquer reta tra-
‘¢cada no plano de um triangulo por um de seus vértices. O
omprimento de uma ceviana é o segmento de tal reta compre-
‘endido entre o vértice e o lado oposto. Este ¢ a base em relacao
A ceviana. P¢é de uma ceviano ¢ a sua intersecgio com a base.

3

As cevianas mais notaveis
num triangulo sao as alturas, as
imedianas e as bisselrizes.

. Cevianas isogonais siao duas
gevianas que partem de um mes-
po vértice e formam angulos

guais com os lados concorren-
es nesse vértice; elas sio simé-
as em relacio a bissetriz que

(Fig. 1)

parte do vértice comum. Tais

it

\ 2 — Teorema de Stewart. Enire as medidas algébricas
@os segmentos orientados determinados por trés pontos colinea-
es B, C, D (2) e um outro ponto qualquer, A, existe a relacdo.

R Lt

2 2

e oD

_—— o ————  ——
BC . BD CB . CD DB . DC

(1) Também se diz, transversal angular. A denominaciio ceviana, devida a
gin, é derivada do nome de Jodo Ceva, matemitico

Dhsec. XVII e autor de obras notaveis,

¢ antigos.

<;_(2) Supdem-se &sses pontos marcados sObre um eixo, numa ordem qualquer,
tématica — 2¢ Ciclo - 3* Série

T KTy AR T RN

italiano de meados
mormente sdbre a Geometria pura

8
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Tracemos AH perpendicular a BC e ponhamos, para os mo-
dulos dos segmentos considerados, AB = ¢, AC = b, BC = q,
BD =8,AD = a,DC = y,DH = m.

Aplicando aos triangulos
ABD e ACD os teoremas que
nos dao a expressao do qua-
drado de um lado (®), obtemos

B

¢ecccccncicnce O Smccemn=

o + B2 4+ 28m (1)

2R bt Ty £ (o
SRR \ 2ym (2)

Adicionando-se, depois de multiplicar (1) por y e (2) por
B, para eliminar m, temos
c2y -+ b%p a2(B+vy) + By(B+1vy)
ou, substituindo-se f§ + vy por a e transpondo-se,
an? + b + c2y = afy
e, dividindo-se tudo por afy,
a9
Tomando BC para sentido positivo, temos
BC=a,BD=4,CB = —a ,CD = —y , DB=—f, DC-

» a igualdade (3) se torna

AB } ‘ 70
l BC . BD B e D

)

que ¢é a relacao de Stewart (*).

(3 Matemdtica Ginasial, 4. Série, Geom, 41 e 42 (2.* ed.). Assim ind
camos as referéncias & 4. Série (Parte de Geometria) da Matemdtica Ginas
de autoria dos Prof. Euclides Roxo, Cecil Thiré e Melo e Souza.

(4) MaTrHIEU STEWART (1717—1785, discipulo de SIM80N e de .\I.u‘-'l,\l‘ri
sucessor deste na Universidade de Edimburgo, autor de trabalhos notaveis
Geometria pura, num dos quais se encontra o teorema em questiio. Este
também apresentado por Robert Si m, quasi ao mesmo tempo, e, mais tar
por TH. SiMPSON, por EULER e CARNOT. A propdsito deste teorema diz )l CHA
LES em seu Aper¢gu historique des méthodes en Géométrie (3&me edition, Gau-
thier — Villars, Paris, 1889, pag. 175): “Par ces citations, on voit que
proposition, & peu prés inconnue de nos jours, mériterait bien de prendre pl
dans les éléments de la Géometrie”.

€ = 2m. Determinar sobre o lado maior o pé de
comprimento d = 5m.

temos

ou c? (a—zx) 4+ b2x — qd2 —

3% SERIE — GEOMETRIA 229
I8, 2238

EXEMPLOS — 1. Os lados de um triangulo, AB(
= 3m, ¢ = 5m. Calcular o com
na razao % a partir de B.

: i\ 8G0 a= 6m, b=
primento da ceviana que divide a

Chamando x o comprimento pedido, temos (fig. 2):

«

s AD x, BC = a, BD = - : Sy B = {— a
1 4

AB = ¢, AC ='b

Substituindo na relacio de Stewart e notando que

CB a; CD —

obtemos

o

1
2 = ——
4

1

Calculando, achamos - 457 = 3,774m

II. Os lados de um triangulo ABC medém ¢

a 8Sm, b = 7m,

uma ceviana de
Chamando « a distancia, BD. do pé da ceviana ao vértice B
AB=c, AC=b, BC=a, BD =z, CD— a—zx,
Aplicando a' relacio de Stewart, obtemos
c2 b2

a(a-

ax (a

ou, ainda,

ar? —(a® —b2 4 c2)x + a(c2
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Substituindo a, b, ¢, e d, por seus valores achamos

8§22 -— 192 — 168 = 0

equacio que resolvida nos da

= 592m e ” = — 3,54m

As duas raizes sio aceitaveis e ha 2 solugodes.
e a um ponto D situado entre B e C,

A primeira raiz correspond
situado 3,54m a esquerda

a 5,92m de B; a segunda a um ponto D',
de B. )

3 — Aplicagdo ao calculo das linhas notaveis de um
triangulo. Admitindo-se uma condi¢iio particular entre os ele-
mentos da figura ABDC (2) e introduzindo-se tal condigao
na relacdo de Stewart, obtém-se uma propriedade da figura con-

siderada.

Vamos admitir que
angulo ABC e assim obte
veis de um triangulo em fungio dos lados.

AD ¢é uma das cevianas notaveis do tri-
remos as expressoes das linhas nota-

A 4 — Calculo das medianas.
Supondo que AD ¢ a mediana que
parte do vértice A, devemos ter

§ DC = — DB.
Substituindo, na relagao de Ste-
- wart, AB, AC, BC, CB, BD, DB, DC
B D H G g 4
B P A R R et MU O] ? e CD |'cspecln':nncntc por ¢, b, q,
a a a a ; .
(Fig. 3) =8 tna B temos
2 ¢2 2 b 4AD
- 4 — e wr Ao |
a* a* a*
ou
b2 + ¢ — a? ¢
e — AD =
9

3% SERIE — GEOMETRIA

ou, ainda,

= AD +

b2 +c2. ’ ( ot

2 9

Assi semi-s
e 1”": a semi-soma dos quadrados de dois lados de um
ingulo é igual ao quadrado da metade do terceiro lado, mais
o quadrado da mediana correspondente (5) :

Da ultima igualdade acima se tira

;12)- IR s a?
o RPN St S (5)

(h.lllh l - < il < < <
“ 1nao-se '“, 0 ((’lnl)l”ll(’nl() (] 1 1¢ (]l 1ina l(l lll\ 1 1
lcld() a, tCHI()h a '(" lnllld 3

l

b2 4 c?

'.)

L

Analogamente, obteriamos:

h tnl\. ‘( 1 ol cem as medi © < [ ©
S nrn lll 1S '()l nece i i "
it n l anas (]() 'l 1 lll"lll() qu ln(l()
se conh(’( em os tl(\ I-l(l()\.

COROLA ‘tri

‘é b tn l.[\mn. O lugar geométrico dos pontos, para os quais
3 ] > ; - ; ‘

E ante a soma dos quadrados de suas distancias a dois

: ntos fivos 56 1 : : ;
P fixos, B e C, é um circulo que tem o centro no meio do

'3

| segmento BC.

,
hasec;;?'l (!'fmlo. a igualdade (5) nos mostra que, se ficar fixa a
14} yea 3 . I 3 ; 5

. do triangulo e variar a posicio do ponto A de modo

; (b Ll
ue b2 + c2 AC + AB, s

g un-lr c3, nu-..l(, + AB, se conserve constante, a mediana AD
e comprimento constante e A descrevera um circulo

5 O , : .
) Este teorema j& foi demor rado dir ¢ (sem auxilio do teorema
. : ? 1onstrado diretament 0 ¢ X
-suwal t) no curso ginasial (Matemdtica Ginasial, 4 ‘( érie (\eo;n 43)
, 2.8 56 , & .
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APLICAGRO: I — Em qualquer quadrildtero, a soma dos qua-
drados dos lados ¢é igual @ soma dos quadrados das diagonais,
mais quatro vezes o quadrado do segmento que liga os meios das
diagonais. (Teorema de Euler).

Sejam E e F os meios das
diagonais do quadrilatero ABCD.
Tracemos EF e liguemos o meio F,
de uma diagonal, aos extremos,
A e C, da outra. Os tridngulos
BCD, ABD e AFC nos dao (4).

(Fig. 4)

AB + AD = 2AF +

2AF +2CF = 4 AE +
Somando membro a membro e reduzindo, achamos

2 o o 9 o

AB + BC + CD + DA = 4AE + 4BF + 4EF

Mas AC = 2 AE e BD = 2 BF; logo tem-se

) a9 9

AB + BC.+ CD + DA = AC + BD + 4EF  (6)
o que traduz simbolicamente a conclusdo do enunciado.

II. Em todo paralelogramo, a soma dos quadrados dos lados
¢ igual a soma dos quadrados das diagonais, e reciprocamente.
um

a0

Com efeito: ¢ condicdo necessaria e suficiente, para
quadrilatero ser paralelogramo, que as diagonais se cortem

meio, isto é, que seja EF =— 0.

3“_51f:ml~: — GEOMETRIA

5 — ‘Diferenca dos quadrados de dois lados de um tri-
angulo. Se, nas igualdades (1) e (2) do niimero 2, substituir-

a
mos 3 por —, Yy por
2

%1» e subtrairmos membro a membro,
obteremos

2am
¢2—>b?® = 2a . DH (7)

Assim, a diferen¢a dos quadrados de-dois lados de um tri-

. angulo é igual ao duplo produto do terceiro lado pela projecao,

sobre esse lado, da mediana correspondente,

CoroLiriO. O lugar geométrico dos pontos de um plano
para os quais é constante a diferenca dos quadrados de suas
distancias a dois pontos fixos do mesmo plano, B e C, é uma
perpendicular a reta BC. ;

Com efeito, a igualdade (7) nos mostra que, se ficar fixo
BC, ou a, e variar a posi¢io do ponto A de modo que a di-

ferenca c*— b2, ou AB — AC, se conserve constante, a distan-

* cia DH também ficara constante, o ponto H manter-se-a fixo e

0 ponto A descrevera a perpendicular AH.

6 — Calculo das bisse-

" trizes. Seja AD a bisse-

- friz do angulo A do tridngu-
o ABC. O ponto D determi-
“na sobre BC segmentos pro-
“porcionais a ABe AC (%);
Nm-se, pois,

BD + DC

b+c

BD = - i o
b+c b+c

8 (6) Matemdtica Ginasial, 4.2 Série, Geom., 11, (2.* ed.).




TEOREMA DE STEWART E SL'A_S__ APLICAQﬁES T

Multiplicados ambos 0s membros da’ relagio de Stewart
por BC.BD . CD, vem (7) |
— BC.BD .CD (8)
> itui ‘sualdade. as medidas algébricas dos
Substituindo, nessa igualdade, as medidas algébrica
segmentos por suas expressoes em , b, ¢, obtemos

Sza ac ab
L AD .a=a. Y, —_———
bt ¢ b+c

ou, dividindo por a,
c2b b%c . : ab c

——————

LR Y ‘ (b+ ¢)?
donde:
g DE (9)
(b + ¢)?

ou, chamando-se § a medida da bissetriz do dngulo interno A,
a

temos a formula:

f,h ik “,): =z e (10)

ey J
t‘ll: e I)‘.
-

Notando que o numerador ¢ uma diferenca de dois qua-
drados, podemos escrever

X I (b+c+ a) (b+c—a)
B2=bc . — e

Designando por p 0 semi-perimetro do triangulo ou pondo
a+b+c = 2pe, portanto, b+c—a = 2p—2a = 2 (p—a),
podemos escrever
4p (p — a)

R2 — be
ﬁ:x g (’,_;_(-)’.' °

(7) Alguns autores apresentam sob esta forma a relagiio de STEWART.
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Donde a féormula

9 T —————
e bep (p— a)
Coie g

Analogamente, obteriamos

2

— — / » ( _’ o = - -~a o
B, iy \ acp (p—b) e B, AT abp (p c?

Estas formulas permitem calcular as bissetrizes dos an-
gulos internos de um tridngulo quando se conhecem os lados.

7 — Relagdes métricas entre cevianas isogonais. O pro-
duto de dois lados de um triangulo ¢ igual ao produto de uma
_ceviana qualquer pela corda isogonal do circulo circunscrito.

Tracemos no triangulo ABC uma ceviana qualquer AM, que
prolongamos até & sua interseccio L com o circulo circunsecrito.
Por L tracemos LN paralela a BC; é evi- A
dente que a corda AN é isogonal da ce- A
viana AM, pois, temos A NAC = N LAB
como tendo a mesma medida, isto é, me-
tade dos arcos iguais, BL e CN, compreen-
didos entre paralelas.

Liguemos CN. Os triangulos ABM e
ACN siao semelhantes pois, além de
A LAB = A NAC, teem os angulos em (Fig.°9)

‘B e N iguais por terem ambos por medida metade do arco AC.

De tal semelhanca resulta
AB AM
AN AC

AB . AC = AM . AN

aldade que exprime a afirmacio do enunciado.

e~




UNIDADE VII
TRANSFORMAGCAO DE FIGURAS

28 — Transformagdes geométricas. 7'ransformar uma fi-
gura ¢ substitui-la por outra que da primeira se deduz por uma
lei determinada.

Uma das figuras se diz entao transformada da outra.

Por meio de uma transformacio substitui-se muitas vezes
uma dada figura por outra em que certas propriedades se
tornam evidentes ou suas demonstracoes se tornam mais sim-
ples. A transformacido geométrica constitui, além disso, um
dos recursos fundamentais na resolucio de problemas geo-
métricos.

Entre as transformacoes mais importantes, estao os deslo-
camentos, a simetria, a homotetia, a semelhanca e a inversao,
as quais estudaremos a seguir e que sao ditas fransformacgoes
pontuais.

Nestas transformacdes a cada ponto, A, de uma das figuras
corresponde um ponto, 4°, da outra. Os pontos A e A’ se dizem
homologos.

29 — Deslocamentos. Dadas duas figuras congruentes e
distintas, F e I, podemos consideri-las como duas posicoes da
mesma figura que se desloca no espaco, sem se deformar.
Diremos, entio, que F’ ¢ a transformada de ¥ por um desloca-
mento, e vice-versa,

TRANSLACAO

- - . o .
30 — Definigdes. Dado um vetor livre, u, diz-se que um

—
ponlo A sofre a translagi@o (*') u quando A descreve um seg-

¢ -
mento AA’ equipolente a u.

(21) Empregaremos sempre o termo transla¢do com o szentido de trans-
lagdo rectilinea, pols somente esta nos® interessa do ponto de vista puramente
geométrico.
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256 TRANSLAGAO

Dados dois pontos quaisquer, 4 e A’, podemos sempre dizer

S
que A’ resulta de A pela translacio u = A’ — 4. (22),
. . - ->
Diz-se que uma figura sofre uma translagao u, quando

—
todos os seus pontos sofrem a mesma transformacio u.

31 — Propriedades da translagdo. 1. Se F’ ¢ a transfor-
mada de uma figura F, por translacio, qualquer segmento
orientado de ¥’ é equipolente ao segmento homdlogo de F.
Em outras palavras, durante uma translacao, todos os seq-
mentos da figura se deslocam paralelamente a si mesmos.
Sejam A e B dois pontos quaisquer de F e A’ e B’ os pon-

B g~ tos homdlogos de F’.
K TR opTRe
(o /’ De acordo com a definicio
o A &S
y® de translacio, os segmentos AA
A"""""""""OA, =

¢ BB’ sio equipolentes.
(Fig. 21) ’
—

O quadrilatero AA'BB’ ¢, pois, um paralelogramo, logo AB
—a A ’
e B'B' sio equipolentes.

E’ muito facil mostrar que, reciprocamente, se qualquer
segmento de uma figura ¥ é equipolente a um segmento de I,
F se transforma em F' por uma translagio.

IT. * Da propriedade I, resulta imediatamente que, na lrans-
formaciao de I em F’ por translacio, a trés pontos nao-colinea-
res A, B, C de F, correspondem, em F’, trés pontos A, B, C' que
formam um triangulo congruente ao triangulo A B C.

Dado um outro ponto qualquer, M, de F, e designado por
M’ seu homologo em F', a figura A'B'C'M’ sera congruente a fi-
gura ABCM. Com efeito:

a) Se M esta no plano de ABC, a coincidéncia de ABC e
A'B'C’ acarretara imediatamente a de M e M’, uma vez que qual-
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quer dos tridngulos que tenha como vértices trés dos pontos
A, B, C, M ¢ congruente ao de vértices homélogos em F’,

b) Se M nio esta no plano de ABC, os triedros A. BCM (2%)
e A". B'C’'M' teem, como faces homdlogas, angulos de lados pa-
ralelos e de mesmo sentido (24) e sdo, portanto congruentes.
Da congruéncia désses triedros e das igualdades AB — A'R,
AC = A'C’, AM = A'M’, resulta a coincidéncia dos tetraedros
ABCM e A'B'C'M'.

Assim, sera sempre possivel colocar as duas figuras F e I’
numa posicio tal que, ao mesmo tempo, qualquer dos pontos,
M, de F, coincida com seu homologo, M’, de F'. De fato, fixados
trés pontos quaisquer nio-colineares, A, B, C, de F, qualquer
dos tetraedros ABCM seri, como vimos, congruente, a seu ho-
L mologo A'B'C’'M' e a coincidéncia de um par de tetraedros ho-

mologos acarreta a de todos os outros.

Conclusio: duas figuras, deduzidas uma da outra por trans-
lagao, sao congruentes.

Por isso, classificamos a translacio como um deslocamento.

32 — Composi¢do de translagdes. A sucessio de duas
- lranslacoes equivale a uma translacdo .
B ¢ / ¢
E Com efeito, se A e B, A’ e B', A” e B” sao respectivamente
- pontos de F, de F' e de F”, tais que

—_—

— — —
R AB = A'B’ e A'B’ = A”B”,

3 -y —
~dai resulta AB — A”R”

Conclusao: transformar sucessivamente uma figura F por
." L s ? = e s
L varias translacoes u, », w,...

equivale a transformar F por
2 = o e
Slma translacio tnica, r, que ¢ a resultante de u, v, w

Para se comporem vdrias translacées, ou para se achar a
Sua resultante, basta que se somem geometricamente os vetores
‘representativos das translacdes dadas.

—

(22) Matematica — 2.° Ciclo 2.2 Série, Unidade VI, 3.

(23) Triedro de vértice 4 e arestas AB, AC, AM.
& (24) Matemdtica — 2.9 Ciolo, 1.* Série, Unidade VI, 99 (2.* ed.)
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As translacoes se aplicam as propriedades dos vetores.
Assim, a resullante de duas ou mais translagoes é independenté
da ordem em que se efetuam.

33 — Translagao no plano. Quando a uma figura, F, se
B Hpri todos os
imprime uma translagio, u, em seu proéprio plano, todos o:

pontos de F descrevem segmentos situados em tal plano e a fi-
gura nao sai déste. :
Diz-se, entdo, que a figura plana ¥ sofre uma translacao no
plano ou se transforma por uma translacdo no plano.
E’ facil concluir do exposto, que, para que uma figura plana
sofra uma transla¢cio em seu plano, basta que uma reta da
mesma escorregue sobre uma reta fixa do plano.

ROTACAO

—
inigd ¢ 1 vetor ¢, localizado em um
34 — Definigdes. Dado un i

5
eixo, diz-se que um ponto A, sofre a rotacio ¢, quando des
creve, num plano perpendicular ao eixo, da direita para a es

—
querda de um observador identificado com ¢, (**) um arco de
circulo de ¢ radianos e de centro no eixo.

Diz-se que uma figura I sofre uma rotacao
! 3 ¢
@, quando todos os seus pontos sofrem a mesn
-
rotacio .
i i > assi e g iz-se a
A figura I, que assim se obtém, diz

——

transformada de ¥ pela rota¢ao . O suporle
TR 1 o IR L
de ¢ se diz eixo de rotagdo e o angulo cuja

medida é ¢, dngulo da rotlacao.

e :
(25) Um observador estendido ao longo de ¢ ccom os pés dirigidos para
origem e a cabega para a extremidade.
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Destas definicoes, resulta imediatamente que, se o eixo z'z
¢ considerado como pertencendo a uma das figuras, F, éle se
transforma em si mesmo quando F se transforma em F'. Em

outras palavras: zz’ é o seu proprio homélogo em F e F'.

35 — Propriedades da rotagdo. Observemos préviamente
que, se duas figuras. congruentes, F e F',. teem dois pontos co-
muns, A e B, todos os pontos da reta AB sdio comuns a F e F'.
Com efeito, se € é um terceiro ponto, pertencente a AB, resulta,
dos postulados da reta, que €', homélogo de C em F', também
pertence a AB e, como os segmentos AC e A'C’ sio iguais e de
mesmo sentido, € coincide com (.

I. Quando uma figura se desloca da posicao F para a
posicao ¥', de modo que dois de seus ponlos, A e B, se conservem

~ [izos, ela sofre uma rotagao cujo eixo coincide com AB. (20)

Da observacio feita acima decorre que a reta AB se con-

" serva fixa em tal deslocamento .

-

Sejam, entdo, M e M’ dois pontos homoélogos de F e F’, nao

.pertencentos dreta AB, e O a projecio ortogonal de M sébre AB.

B Como, por hipétese, F’ resulta de F por

um deslocamento, F e F' sio congruentes.
X Pt

e N
' Temos, entio, MOB MOB e OM =0M'.
“Assim, no deslocamento suposto, o ponto M
‘descreve, num plano perpendicular a AB, um
arco de circulo de centro na reta AB, isto é,
—

fre uma rotacio @ sendo ¢ igual a me-
- N
dida de MOM’' em radianos.

- II.  Sejam M um ponto da figura F e M’
Seu homologo na figura F’, deduzida de F pela

(Fig. 23)

: B> .
otacio o, de eixo z'z.

(26) E' comum adotar-se esta propriedade como defini¢iio de rotacfio, di-
endo-se : rotagdo de wma figura é todo deslocamento em que dois de seus
tos, ou dois pontos a ela invariavelmente ligados, se conservam Jixzos.
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Da definicio de rotagio (34), se infere que M e M’ se acham

num mesmo plano perpendicular a z’z, num ponto O, e, por-
- T

tanto, os angulos MOz e M'Oz sio retos.

Podemos, entio, deslocar F de modo
Z S,

<N

A que se faga coincidir MOz com M'Oz, e,
q)' portanto, M com M, conservando-se fixo o
lado comum Oz e, portanto, a reta z'z. Ora,
tal deslocamento ¢, de acordo com a pro-
priedade I, uma rotacio de eixo 2z de
w'(F) angulo OM, OM’

O-======--0 <3
> a rotacdo ¢ que, supusemos, transforma

~
~

N F em F'.

m(F) Conclusio: duas figuras, deduzidas uma
da outra por uma rotagdo, sao congruentes.

i Por isso, classificamos a rotacio como um

deslocamento.

@ e coincide, pois, com

(Fig. 24)

36 — Rotacgéo no plano. Da definicio de rotacio (34) se

conelui imediatamente que a transformada de uma figura plana,
J
—

F, por uma rota¢io ¢, sé estard no plano P, da figura F, se o
¢ixo de rotacdo for perpendicular a P. Nesle caso, todos os pon-

tos de F descrevem arcos de circulo de ¢ radianos e de ceniro
0, traco do eixo de rotacio no plano P.

Diz-se, entio, que a figura F sofre, em seu plano, uma ro-
tacdo de ceniro O.

As propriedades estudadas (38), com o enunciado convenci-
entemente modificado, sio verdadeiras neste caso.

37 — Uso dos deslocamentos como método de demons-
tracdo ou de resolugdo de problemas. Conforme acentuimos
no comeco deste capitulo, o uso das transformacoes permite
muilas vezes simplificar as propriedades de uma figura, subs-
tituindo-a por sua transformada, e, desse modo, facilita a de-
monstracio de um teorema ou a resolucio de um problema.

|
|
{
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Vejamos um exemplo do emprego de um deslocamento, o qual
permite dar, a certos elementos de uma figura, uma posicio mais
comoda, sem alterar a grandeza desses elementos.

Entre dois circulos dados, O e O', inscrever um segmenlo, AB de
grandeza e dire¢ao dadas.

Suponhamos o problema resolvido ¢ seja AB o segmento pro-
curado.

Imprimindo-se a AB a transla-
¢ao A0, obtemos o segmento equi-
polente OC. Dai a seguinte reso-
lucio: pelo centro O de um dos
circulos, traca-se um segmento OC
com a grandeza e a direcao da- ‘
das; do ponto C como centro e ¢/ A
com raio igual ao do circulo O /
descreve-se um arco que corta o R
circulo 0’ em B; constroi-se (Fig. 25)

o paralelogramo sobre OC e
CB: o lado AB, oposto a OC ¢ o segmento procurado.

0\ /“‘} z %

Exercicios propostos

1. Achar a rotacio que transforme um segmento retilineo em
outro segmento igual. Em que caso o problema ¢é indeterminado?

Mesma questio para duas semi-retas e dois semi-planos.

9. Construir o eixo de rotacio que transforme um aAngulo reti-
lineo, AOB, em outro dngulo dado, A’OB’, igual e de mesmo vértice.

3. Quais sdo os diferentes deslocamentos de uma figura que dei-
xam inalterada uma reta dessa figura?

4. Para que o deslocamento de uma figura indeformavel seja uma
translacio ¢ necessario e suficiente que trés ponlos niao colineares
dessa figura descrevam retas paralelas.

5. Para que o deslocamento de uma figura indeformavel seja
uma rotacio, ¢ necessario e suficiente que trés pontos nao coli-
neares dessa figura descrevam arcos de circulo de mesmo eixo.

R A et -
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2. A projecio de uma hélice circular sobre um plano paralelo

ao eixo admite, como centro de simetria, qualquer ponto em que
ela encontre a projeciao do eixo.

Sugestao: resulta do exercicio precedente.
3. Se, sobre a superficie de um cilindro de revoluciao se tra-

cam duas hélices que se cortem ortogonalmente, a circunferéncia da
base ¢ média proporcional entre os passos das duas hélices.

4. Exprimir o comprimento de um arco de hélice em funcio e
de sua projecao horizontal e de uma das seguintes quantidades:

a) a diferenca das ordenadas de suas extremidades:

2

T T e ot aas e el T T S

b) o passo da hélice;

T O

Xy

¢) o angulo que formam as tangentes com as geralrizes.

Sugestao: considerar o angulo plano

cujo enrolamento sobre
o cilindro produz a hélice.

PARTE III — GEOMETRIA ANALITICA
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UNIDADE IX

Nogdes fundamentais: — 1. Concepcdo de Descartes.
2. Coordenadas; abcissa sobre a reta; coordenadas retilineas
no plano. 3. Distancia entre dois pontos; ponto que divide
um segmento numa razéo dada. 4. Determinag¢édo de uma dire-
¢do; angulo de duas diregdes.

NOGCOES FUNDAMENTAIS. CONCEPCAO DE DESCARTES
1 — Concepcdo de Descartes. A GEOMETRIA ¢ a parte da
Matematica que estuda as propriedades das figuras e as rela-
coes que estas figuras guardam entre si (1).
Na constituicio da Geometria podemos seguir duas marchas.

A primeira consiste em considerar cada figura geométrica,
logicamente definida, e estudar todas as questoes geométricas
relativas a esta figura. Assim, quando estudamos a circunfe-
réncia de circulo, cuidamos do tracado das suas tangentes, da
sua retificacdo, da determinacio da area limitada. Obtemos
solucdes particulares que dizem respeito apenas a circunferén-
cia de circulo. Se quisermos depois abordar o estudo da elipse,
por exemplo, e cuidar dos mesmos problemas, teremos que
recomecar e, pelas propriedades peculiares a esta outra curva,
concluir os processos da determinacdo das suas tangentes, da
sua retificacdo, da 4area limitada, surgindo solucdes que ser-
virdo sémente a elipse. Cuidando ainda de qualquer outra cur-
va, iremos encontrando putras solucoes dependentes sempre da
forma da curva considerada.

A segunda marcha consiste em considerar cada questdo
geomélrica isoladamente e resolvé-la de modo aplicavel a qual-
quer figura que comporte esta questdo. Assim, no problema da
tangente, estudamos, ndo o tracado da tangente a esta ou aque-

(1) Geometria Analftica de duas dimensdes. Roberto Peixoto. Editora
Minerva. Rio de Janeiro.
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360 CONCEPGAO DE DESCARTES

la curva~em particular, mas o fendomeno da tangéncia, fazendo
abstracio da forma da curva. Resolvido o problema de modo
geral, o tracado da tangente a uma dada curva nada mais ¢
que um caso particular.,

Na primeira marcha os métodos dife
énquanto na segunda com os assuntos.
tria elementar, preliminar, grega ou e
tiva; nesta temos a geometria ge
lesiana, essencialmente subjetive

A Geometria Analitica ¢ comumente definida como a parte
da Matematica na qual se aplica a andlise na resolucio das
questoes geométricas. F a definicdo classica da maioria dos
tratados. Alguns professores, porém, preferem o modo por
que apresentamos a concepeio cartesiana, no sentido dela rea-
lizar a tranforma cdo das questoes de forma da geometria eu-
clideana em questoes de grandeza, restringindo a dependéncia

entre a forma e a extensio i relatividade da posi¢io de pontos.

rem com os objetos,
Naquela temos a geome-
uclideana, puramente ob je-
ral, moderna, analitica ou car-

2 — Divisdo da Geometnia Analitica. O estudo da Geo-
metria Analitica ¢é feito em trés partes :
a) geometria analitica de uma dimensdo ou geometria do

eixo, que estuda as propriedades dos pontos localizados em um
eixo;

b) geometria analitica de duas dimensdes ou geometria
analitica do plano, que estuda as figuras que tém todos os ele-
mentos num mesmo plano:

¢) geometria analitica de trés dimensées ou
analitica do espaco, que estuda as figur:
mensoes,

geomelria
1S no espaco de trés di-

3 — Reta orientada, Eixo. Semi-eixos (®). RETA ORIEN-
TADA ¢ uma reta na qual escolhemos arbitrariamente um sen-
tido de percurso para um ponto mavel que nela se desloque.
Este sentido ¢ chamado positivo e o sentido
tido negativo .

contrario é o sen-

(2) Caleculo Vetorial — Roberto Peixoto.

Editora Minerva — Rio de
Janeiro.

R
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Indicamos o sentido positivo de

uma reta orientada por meio de uma x- 2

~ . - T TR

flecha eolocada no eixo ou a éle pa-

ralela, ou, utilizando duas letras, 2 (Fig. 1)

€ & por exemplo, e dizendo sentido de x’ para x ou sentido x’x.
Uma reta orientada na qual escolhemos arbitrariamente uma

origem O e uma unidade de compri-

mento para os segmentos nela loca-

lizados, é um eixo.

" S

4 0 A X

v kit A origem O divide o eixo em
dois semi-eixos, um positivo Ox e oulro negativo Oz’

4 — Abcissa de um ponto de um eixo. Agncissy de um
ponto A de um eixo 2’ ¢é o valor algébrico x do vetor que tiver
por origem a origem do eixo e por extremidade o p‘onlu A.
Este valor algébrico tem o sinal - ou o sinal — conforme A
esti sobre Ox ou sobre 02, respectivamente. Escrevemos:

e }),-l.

A origem O do eixo ¢ tambem chamada origem das abcissas.
A cada ponto A corresponde uma tnica abeissa 2, e, reci-
procamente, a cada abcissa corresponde um tnico ponto A.
Em particular, a abcissa da origem é zero.
z x variando de modo continuo, de zerg a + «, o ponto A

descreve o semi-eixo positivo Ox, de modo continuo, a partir
da origem; a variando de zero a — o, 0 ponto A descreve o

- semi-eixo negativo Ox’, a partir da origem.

A figura representa um ponto A .
3 e um ponto B

de abcissa OB — 5. (Fig. '3)

TEOREMA: O valor algébrico de um vetor localizado em um

eixo ¢ igual ¢ diferenca entre a abcissa da extremidade do vetor
- ¢ a abcissa da origem.

Consideremos o eixo 2’x e dois
dos seus pontos A e B de abcissas

8 0 A T, = ();{
(Fig. 4) X =08
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Aplicando a relacio de Chasles (?) aos trés pontos A, B e
0O, teremos :

AB + BO + 04 = 0
AB = — BO — OA
Como —BO = OB =z, ¢ OA = z
AB = x, —=x,

p» temos :

EXERcic1o: Um corpo estava na temperatura l, e passou a
temperatura t,. Qual foi a variacdo de ltemperatura?

Resposta: v=1, —t

EXEMPLOS : Se a temperatura era de 5° e passou a 89, variou
de 8° — 5° — 30: se era de 8° e passou a e 5°, variou de — 5° — 8° —
= —13°; se era de — 8° e passou a 5°, variou de 50 — (— 8°) = 130,
Os sinais dos resultados indicam o scnhdu da variagao da tempera-
tura. - Assim, no primeiro caso a variacao de 3° indica que a tem-
peratura subiu 3°; no segundo a temperatura desceu 13¢ e no 1il-
timo subiu 13°,

Raciocinio analogo faremos no caso de duas épocas t e t,
sendo t, posterior a t,. O intervalo de tempo entre as duas
épocas sera

t=1, —1

5 — Mudanga de origem. Consideremos um eixo 'z, de
origem O, e um ponto A deste eixo, de abcissa x = 0A. Caleu-
lemos a abcissa .1 = O0'A do mesmo ponto A em rel: 130 a uma
outra origem O” do mesmo eixo definida pela sua abcissa
00" = a em rolu(;:'m a origem primitiva O,

\ e Pelo teorema anterior, podemos
X’ 040" A X  escrever

0 A = ()A — 00'
ou ’ ==y

(Fig. 5)

EXERCiCI0: — Um ponto A de um eixo tem de abeissa OA = 3.
Qual serd a abeissa do mesmo ponto em rela¢cdo a oulra origem
O’ tal que 00’ = — 79

r="0A =:3"—="(=27).="10

3) \I.ltvm.'nk.l — 20 ciclo — 2.2 Série, pg. 316.
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6 — Abcissa de um ponto que divide um segmento de
reta numa razéo dada. Consideremos o segmento de reta AB
definido pelas abcissas

ol

AZ~B
x,= 0B (Fig. 6)

dos pontos A e B, em relacao a origem O do eixo 2'x que con-
tém os dois pontos A e B. Propomo-nos determinar a abcissa,

x = OM
de um ponto M tal que

MA

MB
sendo k& um numero real, positivo, negativo ou nulo.

Os valores de MA e MB sio (4)
MA = OA - OM =
MB = OB — OM
Dividindo membro a membro estas igualdades, teremos:
MA A T, —2
B
Resolvendo esta equacio
kx, — kx
(1—k) ==
r, — kz,
o

1

l\‘ 7 1

Esta féormula é geral. Ela determina um tnico ponto so-
bre x’x. Se I é positivo, MA e MB sio obrigatoriamente do
mesmo smll e o pnnl() M ¢ exterior ao segmento AB; se k é

negativo, IH e IIB sao de sinais contriarios e M esta entre
4 eB,

23
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CASOS PARTICULARES : I)—I
pontos M e M’ corre

spondentes sio conjug
A e B, isto ¢,

MA MA
MB M'B
IT) — Se o ponto M estiver no meio de AB teremos & = — |
¢ o valor de x sera
ll T,
l . S— —
9

isto ¢, a abeissa do meio de um segmento ¢ igual & média arit-

mética das abcissas das extremidades déste segmento.

III) — Quando % tende para 1, o denominador de z da
férmula geral tende para zero enquanto o numerador tende para
T —,: o valor de x crescers indefinidamente, Concluimos as-
sim que Lk tendendo para 1, o ponto M afasta-se indefinida-
mente. E comum dizermos, neste caso, que o ponto conjugado
harménico de um ponto situado no meio de um segmento ests
no infinito.

EXERcicios ;

1) Dois pontos A ¢ B de um eixo tém abcissas

4 e — 11, respectivamente. Calcular a abcissa do ponto que
e s MA
divide o segmento AB na razio - —_— =k = 2
MB
v, —ka ! (—2) (—11) 3
& S = e £ — 6
1 k 1 (—2)
-
2) — Um velor AB. situado em um eixo, tem por valor algé-
brico —12. 4 abeissa da sua origem ¢ 2.

Calcular as abeissas dos
ponlos que dividem o vetor em Irés partes iguais.

Conhecemos AR — 12 ¢ ():l — 2

Calculemos primeiramente o va-

X8 M, M, X lor da abcissa de B. Teremos (8):

0 A

AB.— OB — OA

>ara valores simétricos de 0s
ados harmonicos de

Ter e
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ou: X
OB = AB + 04
T, =—-12 42 =__10
M A 2
Determinemos agora a abcissa de M,. Temos — — e
M.B 1
logo,
x, — kz, 2—(—2) (—10)
i OMb e o e R —— = _ ¢
1—k 1— (—2)
M. A 1 1
Analogamente, a abcissa de M, B e T S L] sera
M.B 2
1
2—(— ——) (—10)
2" = OM, = oy
1+
2
Exercicios
1) — Represente num eixo a'x wm ponto A de abcissa 2, um
ponto B de abcissa 5 e um ponto € de abeissa 0.
S : :
2) — Qual o valor algébrico de um vetor AR de um eixo 2’z
- St— — —_— —
tal que OA = — 5 ¢ OB = _ 2 ? de outro vetor CD tal que OC = 4
e 0D = 5?
3) -lh-prcsontumfo por [ e por {, as temperaturas de um

€orpo em duas fases, a primeira

anterior a4 segunda, qual a varia-
¢ao de temperatura em cada um

dos casos seguintes:

8 =17, i =9; be=16, l, =-4; L, =-1, l, =-4; t, =-4, t,=3?
-
4) — Um vetor AB localizado em um eixo tem valor algébrico 6.

A abcissa de 4 ¢ 5. Calcular a abceissa de B.

e
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UNIDADE X

Lugares geométricos: 1. Equagado natural de um lugar
geométrico; sua interpretacdao. 2. Passagem da equagcdo natu-
ral para a equagéo retilinea retangular. 3. Equacao da reta.
4. Equacao do circulo. 5. Equagdes reduzidas da elipse, da
hipérbole e da parabola.

19 — Correlacao entre um lugar geométrico e uma equa-
¢do. TEOREMA: Toda linha definida geométricamente pode ser
representada por uma equagdo com duas varidveis.

Consideremos a curva AB no plano dos dois eixos 'z e y'y.
Tomemos sobre o eixo dos x um ponto arbitrario P e por ele
tracemos uma paralela ao eixo
dos y. Esta reta cortara a curva em

um ou mais pontos tais como M.
_)

A cada vetor OP corresponderio va- 8
X — M
lores determinados do vetor PM. A

A ordenada PM = y de um ponto da
liﬂllu é, pois, funcao da abcissa
OP = x deste ponto. A relacdo Y P X
f(x,y) = 0ouy=f(x) que liga as
coordenadas de um ponto qual-
quer M da curva, dependente da forma da curva, chama-se
equacdo da curva.

(Fig. 28)

RECIPROCAMENTE, os pontos cujas coordenadas verificam
uma equagdo com duas variqueis -estdo, em geral, sobre uma
curva.

Seja a equacdo f (x,y) = 0 definindo uma funcido conti-
nua. A cada par de valores reais de x e y, satisfazendo esta
equacao, corresponde um ponto do plano. Se considerarmos
um déstes pares, (x,y ), e fizermos x variar a partir de z,, de
modo continuo, y variara também de modo continuo, a partir

ARt S S S
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de y,. 0O ponto de coordenadas T ey descrevera uma linha
continua que serj a representacio geométrica (pintura geomé-
{rica) da equacio f (x,y) = (.

LCurva representativa de umaq equagao é o lugar geométrico
dos pontos cujas coordenadas verificam esta equacao,

Equagio de uma curva ¢ a equacio que deve ser satisfeita
para as coordenadas de um ponto qualquer da curva,

Dai os dois aspetos, direto e inverso, da Geometria Ana-
litica: a toda curvy definida geomeltricamente corresponde uma
équacio f (z,y) =0 e, a toda equacio f (x,y) = ¢ corresponde,
ém geral, uma curva,

Dizemos em geral porque hj equacdes que nio tém repre-
sentacio geométrica, €omo, por exemplo,

2 4 g2 =_-95

que nio se verifica para valores reais de 2 e y.

20 — Objetivos da Geometria Analitica. Os problemas
fundamentais da Geometria Analitica sio:

I) — Dada uma curva definida geomeltricamente, deter-
minar a equacio que a representa;

I) — Dada uma equagio construir a curya correspon-
dente;

II) — Estudar as relagbes existentes entre as proprieda-
des geométricas das curvas e as propriedades algébricas das
equacoes,

- P Equacao natural de uma curva, Passagem 2 equa-
¢éo cartesiana. Em geral, a definj 00 geométrica de uma curva
determina cada um dos seus pontos em um certo sistema de
coordenadas. Se escolhermos o sistema particular indicado pela
definiq:’no e traduzirmos algebricamente esta definiq:'no, neste sis-
lema, obtemos a equagdo espontinea ou natural da curva,

Estabelecida a €quagio natural, podemos passar a equacio
cartesiana, isto ¢, 3 equacio referida a dojs eixos cartesianos
convenientemente escolhidos. A solucio deste problema ¢ 3
passagem da equacdo hatural a equacdo cartesiana,

. G
A s

a
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CIRCUNFERENCIA DE CiRCULO

MY Ln Definigdo e equacgdo natural, A CIRCUNFERENCIA
DE CiRCULO é o lugar geométrico dos pontos de um plano si-
tuados a uma distancia constante de um ponto fixo do mesmo
plano chamado centro.

Para traduzirmos algebricamente esta defini¢io bastara es-
¢revermos que a distancia de um ponto qualquer M da curva

Y

0 X
(Fig. 29)

a0 centro, ¢ igual ao raio. A equacdo natural da circunferéneia
de circulo, no sistema polar, sera entao:

0o0==x=R

23 — Equagédo da circunferéncia de circulo em eixos
ortogonais. Representemos por x e y as coordenadas do cen-
tro da circunferéncia e POr x e y as coordenadas de um ponto
qualquer M da curva. Substituamos na equacio natural ¢ pelo
seu valor dado pela férmula da distancia de dois pontos (17);
teremos:

(1‘*1')2 + (y_yo)'.’ = R2

que é a equacio procurada. - .
Casos PARTICULARES: ) — 0 centro esta no eivo dos x e
a circunferéncia passa pela origem.
Neste caso T =Re Yy =0, e a equacao ficara:

(_t_R)'.’ + y'.‘ = R2
ou
24+ y?— 2Ry =

R By

R e

< Sy,

R s v i

NI o S

A i e
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I1) — O centro estq na origem,
Temos aqui x, = Yo = 0 e a equacio ficars:
x* + y2 = R2

Esta ¢ a equacgio da circunferéncia de cireulo referida

a
dois diametros ortogonais, .
23a - Condigdes para que a equacdo do segundo grau

com duas varigveis represente uma circunferéncia de circulo.
A equacio geral do segundo grau com duas vari4veis ¢ da forma

Az? + 2 Bay + Cy* +2Dx+2Ey +F =0 (I
€ a equacao da circunferéncia de circulo é (23)

(x—2x )2+ (y- -yu)'~' = R2
ou

X2 4 y2 b1 2y.y + .2 + U2 — R2 0 (II)

Para que a equacio (1) represente pois uma circunferéncia
de circulo, ¢ necessario e saficiente que possamos c
res de x, y e R, finitos e determinados, tais que as equacoes
(I) e (II) tenham as mesmas solucoes.

Para isto, os coeficien-
tes dos termos correspondentes das duas equacdes devem ser
proporcionais, isto ¢,

alcular valo-

AR g N h E F
1 0 1 X 7 et _ru'.' -+ yu'.' — R2

Uma propriedade
quando o denominador
bumerador corresponde
imediatamente

das proporedes, em Aritmética, diz que
de uma série de razjes iguais ¢ nulo, o
nte é também nulo, Assim sendo, temos

Bi=50.

4 e C, iguais, em virtude da
dem ser também nulos, porque,
do segundo grau. Temos entio

igualdade das razoes, nao po-
entio, a equacio (I) nio seria
as duas condic¢des

L AR STIGASNPE NN
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Estas condicdes, independentes das incognitas Ty U, € R,
verificam-se por si mesmas: sio condicées necessarias.

Elas sio também suficientes, porque desde que elas se ve-
rifiquem, podemos determinar os valores de x,y e R Com
efeito. da série de razdes acima, tiramos

D
r = — —
A
] E
1 - e
‘ : F F AF
r2+y2?—R? -~ RP=x2+y2- : R o
et A A A2

Concluimos entio que as condic¢bes necessarias e Sllfi(‘i(‘-l‘l-
tes para que a equacao geral do svgumln'gr;nu com (ill:fs varia-
veis represente uma circunferéncia de circulo, sio: 1) — Os
coeficientes de 22 e de y? serem iguais; 2) — O coeficiente de
ay ser nulo.

OBSERVAGOES: I) — Para a circunferéncia de circulo ter
existéncia real, devemos ter
R:2>0 .:. D24+ E2—AF > 0
Se D*+ E*—AF =0, o circulo se reduz ao ponto (x, y”?.
a equacao (I) representa uma circunferéncia de circulo de raio
nulo, ou, o ponto (x,, y,).

Se D*+ E*—AF < 0 a equacio nada representa: dize-
mos que representa uma circunferéncia de circulo imaginaria.

D E
II) — As coordenadas do cenlro - 7 AT TR

quando os coeficientes de 22 e y? forem 1iguais a unidade
3 3 1¢ QAc 2« r Q X COP-

(A = C = 1), serdo, respectivamente iguais as md.u](.s dos coe

ficientes de x e de y na equaciio, com sinais contrarios.

Exerciclos: 1) — Calcular as coordenadad do cenlro e o raio
da circunferéncia de circulo a2 -y 6 a 10y 4+ 25 = 0.
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As coordenadas do centro, sio
-6

2

e 0 raio ¢
92 —1.25

— =3

E costume, também, resolver éste problema completando os

quadrados do primeiro membro da equacao. Teremos sucessiva-
mente:

2—bx+4+py:—10y =
¥ —6x4+9+y2—10y +
(x—3)2 4 (y-
Concluimos entio:

R=V\9 -

II) — Calcular as coordenadas do centro e o0 raio da cir-
cunferéncia de circulo a®+4y2— 6x 10y+434 = 0.
Teremos sucessivamente :
2 —6y+y? —10y = —34
2 —6x+ 9+ y2—10y +25=—34 4+ 9 + 25
(x 324+ (y —5)2=0
A equacio representa uma circunferéncia de circulo de raio nulo,
ou o ponto (3,5).

IT1) - Calecular as coordenadas do centro e o
cunferéncia de circulo a2 +y:*+4x—6y4 14 0.
Teremos:

raio da cir-

2444y —6y = —14
2+4x4H4+ Y2 —6y+9=—144+4+9
(x4+2)2 + (y—3)2 = —1
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A equacdo representa uma circunferéncia de circulo imagi-
naria,

IV) — Formar a equagao da circunferéncia de circulo que passa
pelos ponlos M (—12), M (0,—35) e M, (63). #

Vimos anteriormente (17) que o ponto equidistante dos trés
pontos dados, isto é, o centro G da circunferéncia, tem de coorde-
nadas 3 e — 1. O raio sera a distincia de G a M,, por -exemplo:

M, =R=N(—1—3)2 4 @+1)2 =15
A equagao da’ curva seria pois:
(x—3)2 4+ (y+1)2 = 25
ou 2 4+ pyp2—6bx+2y—15=0

Outra solugcdo: — A equacao geral da circunferéncia de cir-
culo, é da forma

Ax? 4+ Ay? + 2Dx 4 2Ey + F = 0

D E 3
ou el e e R

ou ainda:
24+ y2+2D'x4+2Ey+F = 0 (I
Se a curva passa por M, M, e M, as coordenadas destes pon-
tos devem satisfazer esta equacio, logo,
J’ 14 4— 2D'+4E +F = 0
12— 10FE +F =0
{364+ 94 12D’ +6E 4+ F =

J’ d ) Al g g 5
10E' — F' = 25
L 16D’ + 6E’' 4+ F = —45
Resolvendo este sistema encontraremos D', E’ e F', que leva-
dos em (I) darao a equacao pedida. Obteremos a2 + y2 — 6x +
+2y—15 = 0. Poderemos obter também esta equacdo eliminan-
do D', E" e F’' entre as trés ultimas equagdes e a equacdo (I); te-
remos (teorema de Rouché) :

x? 4 y2 2x 2y
5 2 -4

25 0 10
-45 12 6

it it B AT
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