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: ' ADVERTENCIA

Com o presente volume, continua a série MATEMATICA - 2°
CICLO, destinada aos alunos dos Cursos cientifico e classico.

A maléria niao ficou adstrita, entretanto, aos titulos ¢ sub-titu-
los dos atuais programas,

Procuraram os autores sugerir alguns complementos e aplicagaes,
sem se afastar, entretanto, dos assuntos dos programas e sem quebrar
a harmonia do conjunto.

Tais desenvolvimentos, apresentados, em geral, em tipo menor,
permitirao certa liberdade quanto a extensao a dar ao curso, de
acordo com a reacio oferecida pelo aluno.

Cumpre observar, ainda, que as notas, que ilustram algumas
passagens e completam outras, tiveram, em sua maioria, a dupla
finalidade de ampliar os conhecimentos do aluno e de incitar-lhe
a curiosidade pela matéria.

Finalmente, devera ser. frizado que os aluais programas do
20 Ciclo sao compostos de partes nitidamente distintas que com-
preendem: Aritmética tedrica, Algebra elementar e complementar
(incluida a teoria das equagoes), Geomelria elementar, I'rigonome-
tria, Algebra vetorial e Geomelria analitica. Por isso, com o fim de
manter, na exposi¢io de cada um désses ramos, a indispensavel
unidade didatica, julgaram os autores, do melhor alvitre, dividir a
tarefa tal como é indicado em cada uma das partes.




PROGRAMA DA SEGUNDA SERIE

ALGEBRA

Unidade I. — A funcdo exponencial: 1. Estudo das progressdes
aritméticas e geométricas. 2. Nocdo de funcio exponencial e de
sua funcdo inversa. 3. Teoria dos logaritmos; uso das tabuas;
aplicacdes. 4. Resolugio de algumas equacées exponenciais.

Unidade 1. — () binémio de Newton: 1. Nocdes soébre analise
combinatéria. 2. Binémio de Newton.

Unidade I11I. — Determinantes: 1. Teoria dos determinantes.
2. Aplicacdo aos sistemas de equacdes lineares; regras de Crammer;
teorema de Rouché.

Unidade 1V. — Fragbes continuas: Nocdes sobre fracoes con-
tinuas.

GEOMETRIA

Unidade V. — Os corpos redondos: 1. Nogdes sobre geracao e
classificacio das superficies. 2. Estudo do cilindro e do cone; dreas
e volumes desses solidos. 3. Estudo da esfera, area da esfera, da
zona e do fuso esférico; volume da esfera.

TRIGONOMETRIA ;

Unidade VI. — Vetor: 1. Grandezas escalares e vetoriais. 2.
Nocao de vetor; equipoléncia. 3. Resultante ou soma geomé-
trica de vetores. 4. Vetores deslisantes s¢bre um eixo; medida algé-
brica; teorema de Chasles.

Unidade VII. Projecoes: 1. Projecao ortogonal de um vetor
sébre um eixo. 2. Teorema de Carnot, 3. Valor da projecio de um
vetor, s

Unidade VIIT. — Fungdes circulares. 1. Gencralizac{!o das
nogoes de arco e de angulo; arcos congruos; arcos de mesma ori-
gem e extremidades associadas., 2. Funcgdes circulares ou ftrigono-
métricas: definig¢des, variag¢do, redugio ao primeiro quadrante. 3.
Relacdes entre as fungées circulares de um mesmo arco. 4. C4l-
culo das funcées circulares dos arcos p .

n
Unidade IX. — Transformacées trigonométricas: 1. Foérmulas
de adicio, subtracio, multiplicacio e divisio de arcos: aplicacdes.
2.Transforma<;§o de somas em produtos; aplicacio ao cileulo nu-
mérico. 3. Uso das tibuas trigonométricas.

Unidade X. — Equacdes trigonométricas: Resolucio e discussio
de algumas equacdes trigonométricas simples.
Unidade XI. — Resolucio de tridangulos: 1. Relagdes entre os

elementos de um tridngulo. 2. Resolucdao de triangulos retingulos.
3. Resolucio de triangulos obliquangulos. 4. Aplicacdes imediatas a
topografia.

PARTE I — ALGEBRA

Cesar Dacorso Netto
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UNIDADE I

A funcéo exponencial: 1. Estudo das progressdes aritmé-
ticas e geométricas, 2. Nogéo de fungao exponencial e de sua
fungdo inversa. 3. Teoria dos logaritmos; uso das tabuas;
aplicagdes. 4. Resolugdo de algumas equagdes exponenciais.

POTENCIAS DE EXPOENTE REAL

1 — Adverténcia. Apés o desenvolvimento das progressées
aritméticas e geomélricas, que apresentaremos apenas para
atender a disposicdes do atual programa, trataremos da fungdo
€xponencial, que nos conduziri ao estudo e a pratica dos lo-
garitmos.

A completa execugio désse objetivo exige, porém, que
retomemos o conceito de poténcia (1) para estendé-lo ao caso

“€m que o expooente nio ¢ inteiro nem positivo, mas sim um ni-

mero qualquer (2),

2 — Poténcia de expoente racional (*). Dados um nimero
aritmético, a, ¢ um namero inteiro, n, a poténcia n de a é o
produto de n fatores iguais a a, e se escreve :

a* (1 ol | LB TR |

1)@ )

Da prépria defini¢do resultam as propriedades da poten-
ciagio que se exprimem .pelas seguintes igualdades, onde a e b

(1) Cfr. “Matemdtica”, 2° Ciclo, 1* Série, pig. 45 (Adotaremos esta in-
dicacfio para referéncias ao livro “Matemdtica”, 2° Ciclo, 1* Série, de Ruclides
Roxo, Roberto Peixoto, Haroldo Cunha, Dacorso Netto).

(2) Limitar-nos-emos ao caso do expoente real, isto & nGmero aritmé-
tico (racional ou irracional) dotado do caracter de positivo ou negativo. A base

& suposta, sempre, positiva.

(3) Aqui o expoente & suposto positivo.
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representam ndmeros aritméticos, e m e p niimeros inteiros e
positivos : ;

(I) (ab)m = amp»

(1D (a™)r = am

a \m a-
| = R
(1 (b )

(Iv) ama? = qmv

as
V) P i {m > p)

Na ultima igualdade, quando se tem m = p, O primeiro
membro se reduz a 1, ao passo que, no segundo, surge o sim-
bolo a°, ndo incluido na definigio de poténcia. Para que a igual-
dade (V) seja valida, ainda para m = p, convencionamos :

a =1

qualquer que seja o nimero aritmético q, suposto diferente de
zero. Do mesmo modo, a hipétese m = p + 1 nos conduz i
convengao :

al =a

Observando que nos limitimos ao caso da base ser um-

numero aritmético, define-se a poténcia de expoente fracioné-

rio (%), —5;, de um nimero aritmético, a, pela igualdade :

? q

3 bd:: ‘ ar (5)

Se p ¢ divisivel por ¢, esta igualdade exprime uma pro-
priedade das poténcias de expoente inteiro; no caso contrario,

constitue a definicio da poténcia B ntimero a "(9) .
s

(4) Nicolau Oresme, em “Algorithmus proportionum™, 1360, j4 considera-
va expoentes fraciondrios e desenvolvia o célculo formal correspondente, J.
Wallis (Arithmética Infinitorum, 1655) interpretou, definitivamente, os ex-
poentes fraciondrios, e I. Newton (1676) introduziu a notagiio atual.

(5) - Consideramos apenas o valor aritmético do radical.

(6) Nio subsiste esta definicio quando a base é negativa, uma vez que
0s nfimeros negativos niio teem rafzes (reais) de fndice par.

T TR TR ETTTS
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Subsistem, ainda, para as poténcias de expoente fraciona-
rio, as igualdades (I) — (V), cuja demonstragio se faz subs-
tituindo as poténcias dos primeiros membros pelos radicais
correspondentes e operando sobre éstes.

Indicando-se por r um nimero racional, que representa o

Pl

valor comum de todas as fracdes iguais a uma fraciao

tem-se, por definicéo :
?
a = av
Estendem-se, ainda, as poténcias de expoente racional, as
propriedades expressas pelas igualdades (I) — (V).

-8 — Propriedades das poténcias de expoente racional (8).

1) — Designando-se por a um nitmero aritmético e por r um

namero racional, tem-se :

a > 1 se é a>1
a <1 se é <l

9
De fato, representando-se por b o valor de a¢ , vem:
= B
b =aa
donde, elevando-se os membros a poténcia ¢, resulta:

" bq N/ (4
Sendo a > 1 temos, ainda, a» > 1 e, portanto, b ndo pode ser
igual nem inferior a 1, pois se assim fosse, b? seria, respectiva-
mente, igual ou inferior a 1. Assim, conclue-se b > 1, isto &,
»

a7> 4 02
4

Analogamente, para a < 1, se tem a_0—< b

Il) — Poténcias de mesmo expoente variam no mesmo sen-
tido em que as bases, isto é, elevando-se os membros de uma

1'v48 7 15
(7) Tendo-se, por’ exemplo, —=—=——=——= ..., r representa o
3 6 21 45 :

valor comum dessas fragdes ou, de modo malis preciso, ¢ o nimero racional
que define a classe dessas fragBes. Para o ntimero r, alids, pode tomar-se qual-

quer das fracgdes consideradas.
(8) Em todos os enunciados e demonstragdes subentende-se o expoente
diferente de zero.
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12 ALGEBRA

desigualdade 4 mesma poténcia, obtém-se outra desigualdade
de mesmo sentido.

Sejam a e b ntimeros aritméticos tais que se tenha:
a<b

ou:

a
— < 1
b

Sendo r um numero racional, tem-se:

(5) <
b

ou:
2 1
br >
e, portanto:
a < br

) — Poténcias de mesma base variam no mesmo sentido
em que os expontes quando a base é maior do que 1, e em
senlido contrdrio quando a base é menor do que 1,

Dados os nimeros racionais r e s (r > s), tem-se:

ar
= a—*

a®
Suposto @ > 1, ¢ a—*> 1 e portanto:
ar

SR )
a®

isto é:
a > as

Analogamente, sendo ¢ < 1 e r > 8, conclue-se a < a*.

V) — Dado a > 1, pode sempre obter-se um nitmero ra-

cional, v, de modo que ar seja superior a qualquer nitmero pre-
fixado.

Se M é o namero prefixado, basta mostrar que existe um ni-
mero inteiro, n, para o qual se tem:

a > M

¢l
i

LaaAN

G. Cantor (1874).

MATEMATICA — 2° CICLO — 2 SERIE 13

Pois que esta desigualdade ¢, ainda, verdadeira para fodo expoenle
racional e superior a n . (3, 1.

Ora, qualquer que seja o numero inteiro, n, tem-se a idenli-
dade (9):
a—1= (a—1) (a1 +a@24 ...+ a2 +a+1)

O segundo fator do segundo membro ¢ constituido de n termos
0S8 quais, excluido o ultimo, sio maiores do que 1 ( a>1). Substi-
tuindo-se, entdo, cada um desses termos por 1, diminue-se o valor do
segundo membro e tem-se:

@ —1 >(a=1)'n
ou seja:
a >14 (a—1) n

Agora, para que se obtenha a» > M, basta tomar n de modo
a satisfazer a condicio:

l>+ (a—1) n>M

isto é:
M—1
n >
) a—1
OBSERVAGRO — Atribuindo-se ao expoente r valores racio-
nais e indefinidamente crescentes, por exemplo :
2 v 152, 3,54:75,
ou : :
1 3 5
r=T,],—'2--,‘,?, .

a poténcia a’, suposto a> 1, varia por valores crescentes
(3, 111) e, além disso, pode ultrapassar qualquer nimero pre-
fixado por maior que seja (3,1V).

Exprime-se este - fato abreviadamente, dizendo que a po-

téncia ar tem por limite infinito quando o expoente r tende
para infinito, e escreve-se :

lima = « (19)
r-> o0

(9) Cfr. “Matemdtica”, 20 Ciclo, 1» Série, pag. 200.

(10) O sfmbolo o, empregado pelos Romanos para representar o ntmero
1000, foi usado pela primeira vez, com a atual significagfio, por J. Wallis *)
€, malis tarde, por J. Bernoulli (“Ars Conjectandi”, 1713). Nio traduz éste
sfmbolo um ntmero, propriamente, mas apenas exprime um infinito potencial,
distinto do infinito realizado da concepgiio dos ntimeros transfinitos, de

~
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