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ADVERTENCIA

5477
% Com o presente volume, inicia-s¢ a série MATEMATICA — 2°
A{ . CICLO, destinada aos alunos dos Cursos cientifico e cldssico.
X, A matéria nao ficou adstrita, entretanto, aos titulos e sub-titu-
~ los dos atuais programas.
~ Procuraram os autores sugerir alguns complementos e aplicacgoes,
sem se afastar, contudo, dos assuntos dos programas e sem quebrar
~ a harmonia do conjunto.
: Tais desenvolvimentos, apresentados, em geral, em tipo menor,
permitirao certa liberdade quanto a extensio a dar ao curso, de

acordo com a reagio oferecida pelo aluno.
Cumpre observar, ainda, que as notas, que ilustram algumas

; passagens e completam outras, tiveram, em sua maioria, a dupla
finalidade de ampliar os conhecimentos do aluno e de incitar-lhe
a curiosidade pela matéria.

Finalmente, devera ser frizado que os atuais programas do
90 Ciclo sio compostos de partes nitidamente distintas que com-
- preendem: Aritmética ledrica, Algebra elementar e complementar

(incluida a teoria das equagoes), Geomelria elementar, Trigonome-
tria, Algebra velorial e Geometria analitica. Por isso, com 0 fim de
manter, na exposi¢iao de cada um désses ramos, a indispensavel
unidade didatica, julgaram os autores, do melhor alvitre, dividir a
tarefa tal como ¢ indicado em cada uma das partes.




Cesar Dacorso Netto




UNIDADE 1

: As operagdes aritméticas fundamentais: 1. Teoria da
adigéo, da subtrag@o, da multiplicacéo, da divisdo, da poten-
ciaglio e da radiciagéo de inteiros. 2. Sistemas de numeragao.

PRELIMINARES

1 — Ndameros naturais. Sio intuitivas as ideias de uni-
dade e de pluralidade (colegio, conjunto, etc.). E chamamos
nuiumeros naturais aos numeros

15128, 45,0, - was

; cujo conceito resulta, por abstragio, da idéia de colegio de
objetos distintos. (*).

2 — Contagem. Contar os objetos de uma colegio ¢ dar
o nimero de objetos dessa colegdo. Para isso, a cada objeto
faz-se corresponder, sucessivamente, os numeros 1, 9.8 450
Se ao ultimo objeto corresponder o nimero 8, diremos que a
colegiio tem 8 objetos.

Se repetirmos a operagao, tomando os objetos numa ordem
diferente da adotada na primeira contagem, obteremos ainda
o ninnero 8.

Dai concluirmos que o nitmero ndo depende da ordem em
que se consideram os objetos da colecao. (*). '

: 3 — Simbolos numéricos. Ao sistema de regras e con-

~ vengdes, mediante as quais se exprimem os Numeros, denomi-
na-se numerag¢do. Usamos o sistema decimal de numeragdo, isto
é, o sistema de numeracido que se baseia na seguinte convengio:

(1) Para completo esclarecimento sdbre o assunto aconselhamos a lei-
tura do excelente livro de Bento de Jesus Caraca, “Ligbes de Algebra e And-

lise”, Lisboa, 1935, Vol. I, Cap. s
(2) Bste resultado constitue o principio de invaridncia do nimero (E.

: Schrider, 1873).
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“Dez unidades de uma ordem formam outra unidade de
ordem imediatamente superior”,

Diz-se, entdo, que o nimero dez é a base do sistema deci-
mal de numeracio. Podemos, empregando o principio

“Todo algarismo escrito a esquerda de outro vale

dez vezes mais do que se eslivesse no lugar desse
outro”,

represenlar qualquer niimero nesse sistema por meio do alga-
rismo 0 e dos simbolos 15 2,:3,54,:5
algarismos  significativos ().

Mas, para estudar as propriedades gerais dos numeros, é
conveniente representa-los por letras, dispensando o emprégo
de sistemas de numeragdo, de modo que os raciocinios e con-
clusdes sejam validos quaisquer que sejam os niimeros repre-
sentados por essas letras. Frequentemente se usa, em vez de
letras distintas, a mesma letra afetada de indices, como ay-a,
a,, ..., ou de acentos, como s sl

» 6, 7,8, 9, denominados

9 A% 47 d's

4 — Comparagdo dos nimeros naturais — Para compa-
rar dois nimeros a e b, colocaremos as unidades de a e as

unidades de b em correspondéncia, uma a uma, como indicam
as figuras abaixo.

a
IR
® o o
b

.‘-*.r )
u.‘ﬂ.

~.4» —,.J

r.«—».

[ 2
S .1,_,.

No primeiro €aso, em que a todas as unidades de a cor-
respondem todas as unidades de b, dizemos que os nimeros
@ e b sio iguais e escrevemos ‘

a=>b (%)

—

(3) Segundo a hipétese de mais ampl

5,6, 7 8 e 9 siio de origem indiana. Tendo sido introduzidos na Europa pelos
drabes, passaram a denominar-se algarismos ardbicos. O sfmbolo 0, ja4 usado
pelos gregos na numeragfio sexagesimal (II sec, A. C.), & de origem desco-
nhecida, devendo-se no entanto a denominaciio zero, bem como a de algarismo,
ao0s drabes. Cfr. H. Schubert, “Principes fondamentauzx de VArithmétique”, Ency-
clopédie des sciences mathematiques, edi¢iio francesa de J. Molk I, 1. pag. 14
€ segs. :

(4) Trata-se de uma igualdade
Identidade dos ntmeros considerados,
a igualdade, a R. Record (1557).

a aceitagiio, os sfmbolos 1, 2,°8,-4,

de sfmbolos numéricos para significar a
Deve-se a instituicio do sinal =, para

f »
-
J

SETaR oL ]

~,v4,,'.
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{ ids a sem correspon-
em que ha unidades de

B i a ¢ maior do que o nu-

1 . "
dentes em b, dizemos que O numer
mero b, e escrevemos

a> b )

SR IE LS
5 Propriedades da igualdade. Da (.legfl‘(lllg:.() acima
sultam—;ara a igualdade as seguintes propriedades:

1) Identidade, isto ¢, a = a.

E b = a.
1) Comutatividade, isto é, se a = b, também temos

¢ = = ¢, conclui-
111) Transitividade, isto ¢, se a = b e b
mos a = C.
. I facil verificar-se que
6 — Propriedades da desigualdade it S

a ite a identidade nem ¢ .
it e de a < b nao podemos

a desigualdade :
fato, nio podemos ter a > a ou a < ay

i as sim b > a. N v

irar b < a, mas LT i e

A A desigualdade é, entretanto, llansu’l\a,i pl(:ir St
tivermos a < b e b < ¢, poderemos dai conc

se tiver

t . |
Sucessdo dos numeros naturais. A lolalidade dos
7 et

numeros < -
1,2, 3,..., 9,10, 11,..., 19, 20,215 ..

€ N < . <« © < o l(
icresce "l l“d() Se "ll)l e uma u"ld I(I(‘, a cada
e sucessao dOS numeros 'l(”u‘ ats

os numeros. Como se ve¢, os nu-
n crescente, isto &,

ue se obteem
gl’lmero considerado, chama-sl
ou, ainda, sucessao natural ((i
meros estio dispostos em order

O L ke X | < Hegs s o

A sucess

i se 2 sucessor.
um numero natural, existe sempre um St

(5) Os sinais > e < form.x

obra “Artis Analyticae Praris”. :
Os sinais = e = silo devidos a Bouguer.
s 8 8 = =

i i é, dado
i0 ¢ ilimitada no sentido crescente, isto ¢, d¢

. oLl
1 Introduzidos por T. Harriot (1631), n

T
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8 — Nimeros inteiros. Retirando-se todos 0s objetos de
uma colegao, esta desaparece. Exprime:se @ste fato dizendo

Em particular a soma de dois niimeros é igual a zero quan-
que o nimero de objetos da colecdo ficou sendo zero (0).

do ambos sdo iguais a zero.

,‘a
‘ 10 — Propriedades da adigéio. 1) A adigio ¢ univoca, isto 8
Os niimeros &, somando-se vdrios niimeros, obtém-se um resultado tini- 4
% B co. (%). G
g Bld S s @10, 11, . Esta proposigdo, de cariter intuitivo, pode ainda ser enun- 3
¥ & : : 4303 e inte modo: B
a0 denominados nimeros inteiros. \ - ciada do seguinte R

6 B,
Nio admitiremos zero como nimero natural. Sendo a=d, b=V, ...,1=10, vem %
. 3 ’ a
B TEORIA DA ADICAO e+ b4 . . Fl=a+Y + .. 41 8
) “ \"
e 9 — Soma dé nimeros inteiros. Consideremos duas cole- - isto é, somando-se varias igualdades, membro a membro, obtém- \
‘ ¢oes de objetos, uma contendo objetos e outra b objetos. Jun- se ainda uma igualdade. “
i tando todos ésses objetos numa cole¢do tnica, diremos que a Em particular, somando-se 0 mesmo nitmero aos membros ¢
A colecio resultante ¢ a soma das cole¢des primitivas, e o ny- - de uma igualdade, obtém-se ainda uma igualdade, isto é, sendo
mero que lhe corresponde, a soma dos ntimeros a e b. - a=b,tem-sea+c=b + c. 3
' £ & b F ) A adicio ¢ comutativa, isto é, a soma independe da |
° ° ° . ° L. ° : . ordem das parcelas. (9). 1
B s v 3 ' De fato, na defini¢io de soma de niimeros inteiros nenhum
5 a+b - critério de ordem intervém, sendo a soma independente da or- -
~ dem em que se consideram as parcelas. De modo que, por f
3 O mesmo critério se aplica no caso de considerarmos mais g exemplo ;

-
e de duas cole¢ies, de modo que podemos assim definir : e a+b+c=a+c+b
e “SoMma de vdrios nitmeros naturais a, b, ..., 1 é o niimero s k

tém tod, i ] » ) A adigio é associativa, isto é, a soma ndo se altera
g« e con. st sas midadey degyily i o e e i ; . quando se substituem duas ou mais parcelas por sua soma.
i3 ik que s € a soma dos ntimeros a b,.., 1 escre- ' K: Com efeito, adicionar b a a e depois acrescentar ¢, ¢ 0 mes-
B vendo-se

b " mo que as unidades de a reunir de uma sé vez as unidades
o S$=a+b4 ... +1 (9 ~ de b + ¢. Assim
o k

Estendem-se as defini

PR ———

% ; e | a+b+c=a+ (b+c) (19
¢oes precedentes aos niimeros intei- | b : 5
, ros mediante a convengio: I 4 Consequéncia — Todo niimero ¢ igual @ soma das unida- i
4 ’ . B ~ des decimais representadas pelos seus algarismos.
3 a+0=aqa (7) |

B U L R
(6) O sinal +, como abreviatura de excesso,

(8) Em vez de unfvoca, € comum o termo wuniforme para as operagdes
aparece na Aritmética Co-

~ Que ddio um resultado tnico. ¥
mercial de J. Widman (1489). O seu emprégo regular como sinal de opera- ] P (9) As denominagdes comutativa e distributiva foram introduzidas por‘ .
¢lio data de 1630, Servols (1815). Mais tarde Hamilton acrescentou a denominagio associativa.
(7) Exprime-se ésse fato dizendo aue zero &€ mddulo ou nimero indife-
rente em relagio a adigfio,

4 (10) O emprégo de parénteses data de N. Fontana (Tartaglia), “General
p. trattato di numeri et misure”, Veneza, 1556-60, parte 2=,
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De fato, como todo nimero representa a soma de suas
unidades simples, associando-se estas em dezenas, tornaremos o
ntimero em soma de dezenas e unidades; associando-se as de-
zenas em centenas, tornaremos o numero em soma de centenas,
dezenas e unidades; e assim por diante.

Temos, por exemplo :
8703 = 8000 + 700 + 3

IV) A adicio ¢ dissociativa, isto é, a soma ndo se altera
quando se substitue qualquer parcela por varias outras das
quais a mesma ¢ a somd.

Com efeito, da igualdade

a+b+c+d+e=a+ (b+d+e) +c

por exemplo, concluimos pela propriedade comutativa das igual-
dades:

a+ b+d+e)+c=a+b+c+d+e
podendo-se, pois, substituir a soma efetuada (b + d~+ e) pela
soma indicada b + d + e. Assim:
3+15=3+7+8
V) A adiciio ¢ monotonica, isto é, somando-se 0 mesmo nii-

mero aos membros de uma desiqualdade, obtém-se oulra des-
iqualdade do mesmo senltido.

Assim, sendo a < b, tem-sea + ¢ < b + ¢
Por exemplo, de 5 < 9 vem 5 +7 <9 +7

11 — Adigéo de desigualdades. Somando-se, membro a
membro, vdarias desiqualdades do mesmo sentido, obtém-se ou-
tra desiqualdade do mesmo sentido.

Das desigualdades a > a" e b > V' resulta (10, V), soman-
do-se b aos membros da primeira e a’ aos membros da segunda:

a +b>ad+ b
a+b>ad+V
Dai concluimos (6):

a+b>d+ 0

MATEMATICA — 2° CICLO — 12 SERIE 15

A demonslracio estende-se a um nimero qualquer de
desigualdades.

Assim, das desigualdades

2<0,.8<8,.6<7

vem

»’

24+34+6<54+8+4+7 ou 11 <20

12 — Regra pratica da adigdo. Nas proposicoes II, III e
IV, baseia-se a regra pratica para somar dois ou mais ntimeros
dados por sud representacio decimal. Assim, para somar os
numeros

n, = ...cdu en, = ... cd,u,

em que u, e u, representam os algarismos das unidades, d, e d,
os algarismos das dezenas, etc., somamos primeiro os alga-
rismos u, e u, (). Suponhamos que se obtenha um resultado
composto de u unidades e de § dezenas, isto é:

u +u, =u+3%

Somando em seguida § com os algarismos d, e d,, obtere-

- q ’ . v
mos um resultado constituido de d unidades e de § dezenas,
isto é,

S+d,+d, =d+ ¥

e assim por diante. Os algarismos da soma sdo, da direita
para a esquerda, u, d, ., figurando por ultimo aqueles que
se obtéem na ultima adicido parcial.

Na pritica, dispostas as parcelas em sucessivas linhas ho-
rizontais, de modo que as unidades de mesma ordem decimal
fiqguem na mesma coluna, somam-se os algaris-

w’“,)(f') mos de cada coluna, comecando-se da direita
269 para a esquerda. Debaixo de cada coluna escre-

7 915 ve-se apenas o algarismo das unidades do res-
4837 pectivo total, transportando-se para a coluna se-
33 2.1 guinte o niimero de dezenas, como se verifica no

exemplo indicado.

(11) Por soma dos algarismos entenda-se soma dos valores absolutos dos
algarismos.
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22. 1781,712m®. 23. 13,85dm. 24. 2,28m. 25. 4,62cm e 1,732cm. 26. 3,31256m?2,
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43. 22,5dm?®. 44. 36m?. 45. 72m®. 46. 5,1401m?. 47. 6m. 48. 200cm®. 49. 2/3.

— A‘
50. 45cm®. 51. Sem. 52. 8/, \V2m?. 53. 5,345dm*. 54. 2,497cm?®. 55. 832cm?. NI,
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