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CAPITULO I

Grandezas escalares e vetoriais. Vetores. Soma de um ponto e
um vetor.

}1) As grandezas cientificas se classificam em escatares
e

Grandezas escalares sio as grandezas algébricas ordi-
narias que ficam perfeitamente determinadas, nos seus di-
ferentes estados, por um numero real, independentemente
da nogdo de orientacio. Sio a densidade de uma substin-

cia, o trabalho de uma forga, o nimero de habitantes de
uma cidade, ete.

Grandezas vetoriais sio as grandezas que além de um

valor quantitativo exigem, para sua perfeita determinacio,

as nogoes de direcio e sentido. Sio as forcas, as velocida-

des, as aceleragoes, o fluxo magnético, etc.

2) A cada grandeza vetorial fazemos corresponder um
velor, elemento geométrico abstrato que esta para a gran-
deza vetorial como o ntimero esta para a grandeza esca-

lar (%).

(*) RAOUL BRICARD — Le Calcul Vectoriel,
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'REPRESENTACAO E CARACTERISTICOS
; DE UM VETOR

, ->
J3) Um vetor AB (*) é representado geometricamente
por uma flecha (fig. 1) e é caracterizado por: &

— Grandeza ou mddulo, que é o niimero aritméti-
co (**) que mede o segmento de reta AB; %

i, — Dire¢do ou suporte que é a reta indefinida 2’z
que contém o vetor;

7 TR
(Fig. 1) ;

‘lIII — Sentido que é o de um movel que se desloque
da origem A & extremidade B do vetor.

'I4) _l’l.m velor de origem A e extremidade B ¢é designa-
do por AB, lendo-se _t;_ctor AB. Grassmann (1844) propoz
representar o vetor AB pela notacio B—A (***).

CLASSIFICACAO DOS VETORES

|

) Podemos classificar os vetores da seguinte forma:

Livres

Localizados em um {po o
eixo

Vetores {

(*) *“O vetor 6 um conjunto ordenado de dois pontos” — R.
ESTRVE et H. MITAULT — Cours de Géométrie.

(**) Numero aritmético é o resultado da comparacio (razdo)
da grandeza (segmento AB) com a unidade (segmento unitario ou
estado padrio da grandeza).

(se) < Ver §19.

ELEMENTOS DE CALCULO VETORIAL 9

Um vetor é livre quando a sua origem ¢ inteiramente

arbitraria, isto é, quando ela pode coincidir com um ponto

mlquer do espaco.
Um vetor é localizado em um ponto quando a sua ori-

gem coincide com esse ponto. A grandeza representada
pelo vetor é entdo funcdo do vetor e do ponto.

Um vetor ¢ localizado em um eixo quando tem por su-
porte esse eixo e sua origem pode ser um ponto qualquer

do eixo. E’ um vetor deslizantg.

OUTRAS ESPECIES DE VETORES. VALOR ALGEBRICO
DE UM VETOR. EQUIPOLENCIAS.
J

6) Vetor unitdrio de um eizxo (*) ou versor de um eixo
é um vetor que tem por suporte esse eixo, por modulo 1 e
por sentido o sentido positivo do eixo. Ele define o eixo.

J 7) Versor de um vetor é o vetor unitario localizado
sobre o vetor.

JS) Valor algébrico de um vetor localizado em um
eixo ou cujo suporte é paralelo a um eixo é o numero que
exprime o mé6dulo do vetor precedido do sinal 4 ou do
sinal —, conforme o sentido do vetor é o sentido positivo
ou o sentido negativo do eixo, respectivamente.

Si um vetor for representado por Zl_;, representaremos
o seu valor algébrico por AB e o seu médulo por AB.

Quando nao ha possibilidade de confusdo, costumamos
representar um vetor por uma uUnica letraL?U por exemplo,

encimada por uma flecha (4), isto é, por U. Neste caso, o

(*) Reta orientada ou eixo é uma reta na qual escolhemos, arbi-
trariamente, um sentido de percurso para um movel que nela se des-
logue. Este sentido é chamado positivo e o sentido contrario é o
sentido negativo,
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"9
¥

;seu %.lor algébrlco sera representado por U, o seu médulo W

-—’-
por U e o seu versor (7) por u (fig. 2).

>
U
(Fig. 2) ¥

Dois vetores ndo nulos sio paralelos quando suas
Sdo tambem

Vetores equipolentes sao os vetores que tém o
mesmo modulo, a mesma direcdo ou direcoes paralelas, e,
0 mesmo sentido (fig. 3).

.

A

(Fig. 8)

> > ;
Para exprimirmos que dois vetores P, e P, sio equipo-

lentes, escrevemos a equipoléncia
Sl
P,=P, (")

11) As equlpoléncias possuem as mesmas leis das
1gualdades arxtméucas

: ‘,-— :

(*) Alguns autores preferem definir vetor livre (5) como o ve-
toxl- que pode ser substituido por qnalqner outro que lhe seja equi-
po ente.
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2

I. — Lei reflexiva: — Todo vetor é equipolente a si

mesmo:

->
P

II. — Lei simélrica: — Se um vetor é equipolente a
outro, reciprocamente este outro ¢ equipolente ao primeiro.

L %
Assim, se

-
G

temos

III. — Lei transitiva: — Dois vetores eqmpolentes a
um terceiro sdo equipolentes entre si:
®

’l12) Dois vetores livres, equipolentes, sdo iguais.

113) Velores simétricos, opostos ou contrdrios sio 0s
vetores paralelos, do mesmo modulo e de sentidos contra-

rios (fig. 4).
P

1 .'$

Py

(Fig. 4)

e
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‘114) Vetores diretamente opostos sao dois vetores con-
trarios localizados no mesmo eixo (fig. 5).

2%
(Fig.”5)
\'15) Vetores coiniciais sao os vetores que tém a mes-
ma origem (fig. 6). : *

5%

Pa

(Fig. 6)

16) Dois vetores equipolentes, coiniciais, coincidem;
sao vetores idénticos.

17) Vetores inversos sio os vetores que tém a mesma
direcdo, o mesmo sentido, e, o gédulo de um ¢ o inverso do
.+ - -
médulo do outro. Se P, e P, sio dois vetores inversos,
temos:

ELEMENTOS DE CALCULO VETORIAL

JlS) Vetor zero ou vetor nulo ¢ o vetor cujo médulo

¢ nulo. Sua direcio é Indeterminada: ele ¢é Pparalelo a
todos os vetores.

Todos os vetores nulos sio equipolentes.

SOMA DE UM PONTO E DE UM VETOR. DIFERENGA
DE DOIS PONTOS.

—’-
19) Consideremos um_).ponto A e um ve_t:r U (fig. 7).
Tragcando por A um vetor AB equipolente a U escrevemos:

-
ALl n

B
u

—

(Fig. 7)

4 dizemos que o poito B ¢ a soma do ponto A e do vetor

U, ou que o vetor U transporta o ponto A ao ponto B: a
soma de um ponto e de um vetor ¢, pois, um ponto, per-
feitamente determinado.

A igualdade acima, tratada como igualdade algébrica,

da:

W
ficando justificada a notagdo de vetor proposta por Grass-

‘mann (4).
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S
E’ evidente ainda que temos:

B:—-A"._—.—(A—B)

B—A 4 (B—A)

.
g

o

L3

e

Aot b

CAPITULO II

Adigéo de vetores. Relagdo de Chasles. Produto de um nimero
- real por um vetor. Subtracdo de vetores. Propriedades’
das equipoléncias. Projecoes de vetores. Teorema de

Carnot,

¢

ADICAO DE VFIPRES
20) Adicdo de dois vetores livres.

Tomemos dois vetores livres U e V (fig. 8). Por ;gm
ponto qualquer O do espaco tracemos um vetor OA equi-

U

(Fig. 8)

polente a U e pelo ponto A um vetor AB eqmpolente a V ‘
O vetor OB ou qualquer vetor equipolente é, por defim(;ao, :
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a soma geomélrz;g_a, 22 simplesmente soma ou resultante,
dos dois vetores U e V. Escrevemos entio a equipoléncia:
> >

Sl LV
b o i Y > )
U e V sdo as componentes ¢ S a resultante.

-
O ponto O deslocando-se no espaco, o vetor S se desloca
equipolentemente a si mesmo.

© 21) Teorema: A 'adichio de dofs vetores & Bhmuta.
tiva, isto ¢, independe da ordem das parcelas. '

U

C
(Fig. 9)

3 . > > )
Com efeito, sejam os dois vetores livres UV e V (fig. 9) .

Tomemos um po&to qh_alquer O do espaco, por ele trace-
gos os__v:tores OA e OC equipolentes, respectivamente, a

UealV,e completemos o paralelogramo OABC. Como

os lados opostos de um paralelogramo sio iguais, podemos
escrever:

i i
b0
P

_BLEMENTOS DE CALCULO VETORIAL

y
o)
o

i ' t
w X

¥ 22) ‘Quando dois vetores nio 'sﬁo“‘gi)_lihearéé;‘a“‘ébﬁ;-‘ ‘
ftrucdo da sua soma geométrica di um triangulo. Como

*

cada lado de um fridingulo esta compreeniiidgi‘ entre a soma
e a diferenca dos outros dois, temos: % | '

f

U+ VSS>U—V

R “

e
4

o e

2‘3) {0-paralelogramo qué construimos na soma de dois.

_vetores (21) é denominado paralelogramo dos velores ou

paralel & o da soma vetorial. - s
1) Apliquemos ao tridngulo OAB (fig. 9) o teorema

da trigonometria elementar: O quadrado de um lado

alquer de um tridngulo ¢ igual 4 soma dos quadrados
0s outros dois menos o duplo produto deles pelo cosseno

A3,

~ do angulo que eles formam; temos:

S2= U2 V2 — 23UV cos OAB
=U? 4 V2—2UV cos (z—AOC)i=
¢ : > > .
= U2+ V2—2UV cos (U, V)

gue é a expressio do quadrado do médulo dg’ soma dos
‘dois vetores. B iy 9

A
 25) Adicdo de um mimero qualquer de vetores livres.

»

Para obtermos é"SOma ‘geométrica de varios vetores
W e > - - :

T G '(ﬁg.-lO), tomamos um ponto qualquer

) do espaco e por ele tracamos um vetor equipolente a
“'\pqlg‘f'eXuenjgdade do v‘e(p; obtido tracamos um vetor

: nipolente a P,, pela extremidade do novo vetor um vetor
oy 9 e j

quipolente a Py, e, assim por diante, até tragarmos um vetor
ipolente a P,. O vetor OR que liga o ponto O a extre-

»

o

Lstq é, 0 médulo da soma de dois vetores, niao coline:'a;res, v
estd compreendido entre a soma e a diferenca dos médulos

desses vet ¥ ¥ oy

¢
P

SR
N
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~,..t ‘
midade do vetor equlpolente a P,., é a soma geométnca ou
resultante dos vetores dados.
O poligono OABC ... R é echamado poligono dos veto-
res. Se o ponto R coincide com O a resultante é nula e o

contorno poligonal é fechado. o 3

(Fig. 10)

Se o ponto O se desloca no espaco, a resultante OR se

desloca equipolentemente a si mesma.
 Observagdo: — A adicio de vetores goza da proprie-
dade de grupo: feita sobre vetores da um vetor.

L,

ARG T Dn
L #et Ty
PO

¥

_ BLEMENTOS DE CALCULO VETORIAL

5

M AP 3

27) Teorema: — A adicio de um niumero qualquer
 de vetores ¢ comutativa, isto ¢, independe da ordem em que
sio tomadas as parcelas.

A figura 12 mostra que podemos inverter duas compo-
nentes consecuuvas.

S

(Fig. 12)

s S b Replrgi e e F

,’-:‘.*. 26) Teorema: — A adiciio de vetores é associativa.

J";“‘"‘ A simples observacio da figura 11 mostra que numa & 2 Com: ét ﬁ::ml zzrlf;car’énto c;so de ‘3’“33 meo“ent&‘l
soma de varios vetores podemos substituir dois ou " mgp i3 nao consecutivas o teorema € tambem verdadeiro:

oma efetuada:
~deles por sua s ¢ sy e RO (% g, R .

U+V+W+T U+W+V+T W+ i+
=P o Bt et N

,+V+T WVl T

pir i o ST TR et YT ol
UL VA W=U+V)4 W=U+ (V+ W)

ADICAO DE VETORES COLINEARES

28) Aplicando a regra que demos antenormente (25),
A determmagao da soma geométrica dos vetores PI, Pz, P,,

-',‘ 25 P paralelos a uma mesma reta (fig. 13), o poligono
dps vetores reduz-se a um segmento de reta, e, o valor algé-
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brico da soma dos vetores ¢ igual & soma dos valores algé-
brico dos vetores.

_5._'. Bt 'i; saaees L

A

R
(Fig. 13)

No caso da soma de dois vetores paralelos a uma mes-
ma reta ¢ do mesmo sentido (fig. 14), o médulo da soma

€ igual & soma dos mddulos:
OR=S=U+V
U

P —
0 >
—e

(Fig. 14)

Se dois vetores sdo paralelos a uma mesma reta mas

tém sentidos contrarios, o médulo da soma é igual a dife-
renca dos médulos (fig. 15):

OR=S=U—V
U

i SRR,

- e
0:'e Ligal R

(Fig. 15)

. inteiro e positivo, é um vetor P, da mesma direcdo que P,,

i

ELEMENTOS DE CALCULO VETORIAL

No caso mais particular de dois vetores simétricos, a

»

 resultante ¢ um vetor nulo:

I
U S0y O

N

Conclusdo: Na adicdo de vetores ficam respeitadas as
leis da adi¢do algébrica. ‘—‘ ' d

PRODUTO DE UM VETOR POR UM NUMERO REAL.
QUOCIENTE DE UM VETOR POR UM NUMERO REAL.

Bolai ot el
29) Se os vetores P,, P,, ..., P, (28), sdo iguais, a
sua soma é

> > > -> -
P=P | Pj4R, P, P,

—— (!
Rtk -> 5
e dizemos: O produto de um _;)etor P, por um niimero n,
>~

€ cujo mddulo é nP, (fig. 16).
P P

L.
>-

P
(Fig. 16)

5 Y
P.:nPl
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