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MURILO C. P/‘/’"":NHO‘

1. A Analise Combinatéria fem por objeto o estudo da
formagao da contagem e das propriedades dos agrupamentos
que podemos fazer sequndo leis determinadas, com um nimero
ﬂ;uto de elementos dados, de natureza qualquer.

’ ' As origens da Andlise Combinatéria remontam aos gedmetras gregos,

08 quais alunos da L«cuh de Pitagoras, que estudaram o0s numeros
0s. Rey Pastor, nos “Elementos de Andlise Algebraico”, atribui a
es Bernouilli (1'.;4 1705) a sistematizacio da teoria, no seu trabalho
4«‘ Conjectandi (1713). Os trabalhos mias destacados sObre o assunto fo-
' 0s de Nicolas Fontana (Tartaglia) (1500-1557) e de Blaise Pascal
8-166"), relativos ao tridngulo aritmético, os de G. W. Leibnitz (1646-
'). de J. Wallis (1616-1703) e os de A. Moivre (1667-1754).
" Alguns autores — principalmente os italianos — preferem a denomina-
q‘o Calculo Combinatério em vez de Andlise Combinatéria.

o

Como a natureza dos elementos nao interessa, tais elemen-
l,% sdo, geralmente, representados por letras distintas,

,,_».’

ag o 3, p o

~ Os agrupamenlos fundamentais sao denominados arranjos,
p&mulagnm e combinagdes. Eles podem ser simples quando os
entos que entram em cada agrupamento sio distintos, isto
nao sao repetidos, e compI(-los' ou com repeli¢do em caso con-
0. Estudaremos em primeiro lugar os agrupamentos simples.
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ANALISE COMBINATORIA SEM
REPETICAO

ARRANJOS

2. Arranjos de m elementos tomados p a p, ou de classe
p (p=m), sdo os agrupamentos distintos que podemos formar
com ésses elementos de forma que cada agrupamento contenha
p elemenlos e difira de todos os outros pela ordem ou pela na-
tureza dos elementos que néles entram, A

Em lugar de classe p usam-se também as (lell()llllllaQ?eS
médulo p e ordem p. Alguns autores denominam os arranjos
de disposicoes (italianos) e variagées (espanhois), sendo ainda
usada a denominacio distribui¢cées. Rey Pastor (*) condena a
denominag¢ao coordenacaoes.

ExempLo: — Com os 3 elementos a, b, e ¢, tomados 2 a 2,
podemos formar os arranjos

ab ba ca
ac be cb

Insistiremos que dois arranjos distintes podem diferir um
do outro seja pela ordem seja pela natureza dos seus elementos.

O nimero de arranjos de m elementos p a p é represen-
tado por um dos simbolos

P
‘4 L A my p £
que significam nimero de arranjos de m elemenlos p a p, ou
nitmero de arranjos de m elementos de classe p. ¥
Os arranjos de classes 1, 2, 3, sio também denomina-
dos arranjos unitarios, bindrios, terndrios, ..., respectivamente.

(*) Obra citada.
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3. Formag#o dos arranjos e calculo do seu nimero —
Consideremos os m elementos ’

a b c j k l

E’ evidente que
1

AL ='m

pois cada um dos elementos constitui um arranjo unitério.
Para formar os arranjos dos m elementos 2 a 2, tomamos

cada um dos arranjos dos m elementos 1 a 1 e 4 sua direita

escrevemos cada um dos m — 1 elementos restantes :

R %

ab ac ad s al
ba be bd el bl
1.,, ....... 1b ....... ICIL

Obteremos desta forma todos os arranjos dos m elementos
2 a 2 sem omissdo nem repeticio. Com efeito, nio havera omis-
$d0 porque na primeira linha estio todos os arranjos que come-
¢am por a, na segunda os que comegam por b, ..., na tltima os
que comecam por [. Nio havera repeticio de nenhum arranjo
porque os arranjos de cada linha diferem pelo segundo elemento
€ os de duas linhas diversas diferem pelo primeiro elemento.

Como cada um dos arranjos dos m elementos 1 a 1 ddam-—1
arranjos dos m elementos 2 a 2, teremos:

.
2

A, = AL (m=1)

Para formar os arranjos dos m elementos 3 a 3, tomamos
cada um dos arranjos dos m elementos 2 a 2 e a sua direita
escrevemos cada um dos m — 2 elementos restantes:

abe abd abe vk abl
ach acd ace LA acl
bac bad bae bal

cohl 2
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Este quadro contera todos os arranjos dos m elementos 3 a
3 sem omissdo nem repeticao. Com efeito, nao haverd omissao
porque os arranjos ternirios sdo formados dos arranjos dos m
elementos 2 a 2 colocando-se & direita de cada um déles cada
um dos m — 2 elementos restantes, e, a falta de um déles obri-
garia a falta do correspondente nos arranjos dos m elementos
2 a 2, o que é contra a hipdtese pois supuzemos completo ©
quadro dos arranjos bindrios; niao havera repeticao porque 0s
arranjos de cada linha diferem pelo ultimo elemento e os de
duas linhas diversas diferem pela ordem ou pela natureza dos
dois primeiros elementos.

Como cada um dos arranjos dos m elementos 2 a 2 dd m —2
arranjos dos m elementos 3 a 3, leremos:

A0 s n —=9)

De um modo geral, para formar os arranjos dos m elemen-
tos p a p, tomamos cada um dos arranjos dos m elementos
p—1 a p—1 e A sua direita escrevemos cada um dos
m— (p— 1) elementos restantes. Niao haverid nem omissao
nem repeticio, o que provariamos como fizemos nos arranjos
ternarios. Como cada um dos arranjos dos m elementos p —1
a p—1 da m— (p—1) arranjos dos m elementos p a p,
teremos:

A:, = A‘:l[m—— (p—1)] ou
Am = Ay (m—p+1D) )

E' esta a primeira férmula do nimero de arranjos de m
elementos p a p.

Observagdo: — Nio ha necessidade, no raciocinio por re-
corréncia — aqui empregado — também chamado indugao

matemdtica, de se formarem os arranjos binarios, terndrios, ...,
para depois entdo fazer-se a generalizacio. Bastard considerar
os arranjos unitdrios e passar em seguida a generalizacdo.

>
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Nisto estd, justamente, a pujanca désse raciocinio considerado
por Poincaré (1854-1912) o raciocinio malemdatico por exce-
Iéncia (“La Science et 'Hypothése). A exposicio que aqui ado-
tamos de fazer os arranjos 2 a 2,3 a 3, ..., ¢ puramente
didatica.

Fazendo na formula (1) p =2, 3, 4, ., p, teremos:

A= A,l,, (m—1)

a 2

(m—2)

.-1,3,, (m—3)

A, = zl‘:,-l (m-—p+41)

Multiplicando ordenadamente estas igualdades e suprimin-
do na igualdade resultante os fatores comuns aos dois membros,

1
levando em conta que A, = m, teremos:
P ,
A, = m (m—1) (m—2) (m—p-+1) (2)

E esta a segunda férmula do ntiimero de arranjos de m
elementos p a p.

O numero de fatores do segundo membro sendo m —
— (m — p+ 1) + 1 = p, diremos: o nitmero de arranjos de m
elementos p a p ¢é igual ao produto dos p niimeros inteiros, con-
secutivos decrescentes dos quais-o maior ¢ m.

Exercicios: — Em um o6nibus ha 8 lugares vagos. 5 pes-
soas tomam o Onibus. De quantas maneiras diferentes elas se
podem sentar nos 8 lugares?

A, =8XTX6X5X4=6720%

SRS —_——

5
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5. Fatorjial ~— Fatorial de um nitmero natural p é o pro-
duto dos p primeiros niumeros naturais. Assim, fatorial de 5
1 X2X3X4X5=120.

A denominaciio de fatorial & devida a L. F. A. Arbogast (1759-1803)
em 1800,

P Para indicar fatorial de p usamos os simbolos n ! devido a Christin
Kramp (1760-1826) em 1808; n(p) proposto por Gauss (1777-1855) em 1811-13.
Os ingléses adotam comumente a notagio | p. Assim,

p! = a (p) = ‘_1_) =1.238.4...p

Severi (.ezioni de Analisi) diz que o uso do sinal de exclamacio (!)
para represex tar fatorial vem do crescimento rapidissimo de n! com mn.

Multiplicando e dividindo o segundo membro da férmula
(2) por (m — p)!, isto é, por (m — p) (m — P=1)" NN

teremos:

A” [m(m—1) (m—2) (m—p+41)] (m—p)!
ke (m — [-)')."._mw—%w—— ————— =
ou !

- m !
g P e (3)
(m — p)!

e obtemos assim outra férmula do ntmero de arranjos.

CONVENGA0: —Se na férmula (1) fizermos p = 1, teremos:

1

A =UASREN Ty
l 1
|
Como A, = m, teremos:
0 o
m=A4, . m. . A,=1

Para admitirmos como geral a férmula (1) temos, pois,

o
que convencionar que 4,, = 1.

IR ) =
PERMUTACOES

5. Permutagées de p elementos sao os agrupamentos que
podemos formar com ésses p elementos, em todas as ordens
possiveis, entrando em cada agrupamento os p elementos. Por
oulras palavras, sio os arranjos dos p elementos p a p.

ExempLo: — Com os 3 elementos a, b e ¢, podemos formar
as permutacgoes

abe ach bac bea cab cha

Observemos que, como em cada permutacao tém que entrar
todos os elementos, as permutagoes s6 diferem entre si na ordem
dos elementos. Os arranjos de m elementos podem ser 1 a 1,2 a 2,
3a3, ..., pap (p=m); as permutacoes de p elementos sao
os arranjos dos p elementos p a p.

Um exemplo de permutacdes temos nos anagramas. Ana-
grama de uma palavra é outra palavra formada com as mesmas
letras da primeira. Assim, a palavra prato da os anagramas
porta, topar, rapto, optar, trapo, topar, tropa, potra.

O nimero de permutacoes de p elementos é representado
pelo simbolo
PP

6. Calculo do nimero de permutagdes. Empregando a
formula (2), teremos:

(p—p+1
3.2.1 (4)

P, = Az =p(p—1) (p—2)
ou
P,=p(p—1) (p—2)

e lemos: o nitmero de permutacées de p elementos é igual ao
produto dos p primeiros nttmeros naturais.
A férmula (4) pode ser também escrita

P,=pl! (5)

Sdo estas, (4) e (5), as primeiras formulas do namero de
permutacgoes de p elementos.

T
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7. Formacdo das permutagdes e calculo direto do seu
namero. Sendo a idéix de permutaces a de troca, nido pode
haver ‘permutacao de um elemento. Admitimos, entretanto, por
extensido, que com 1 elemento a, podemos formar a permut,a-

cdo a, e lteremos entdo:
Piissil

Para formar as permutacoes de 2 elementos « e b, tomamos
a permutagio a de 1 elemento e colocamos o segundo elemento
b em todos os lugares possiveis; isto ¢, depois e antes de a:

ab ba

e obteremos duas permultacoes
Logo
P, 2EP D
2ara formar as permutacoes de 3 elementos a, b e ¢, lo-
mamos cada uma das permutacoes dos 2 elementos a e b e co-
locamos o terceiro elemento ¢ em todos os lugares possiveis,
isto é, depois, no meio e antes dos dois elementos:

abe ach cab
bac bea cha

Obteremos assim fodas as permutacoes de 3 elementos, sem

omissdao nem repelicao. Nao havera omissqo porque cada uma
destas permutacoes tem que se formar de outra de 2 elementos
de um terceiro elemento colocado em todos os lugares pos-
siveis e a falta de uma permutagio de 3 elementos acarretaria,
também, a falta da permutacdo correspondente de 2 elementos,
o que ¢é contra a hipotese porque supuzemos formado o quadro
completo das permutacgoes de 2 elementos; nio havera repe-
ticio porque duas quaisquer das permutacoes de 3 elementos
diferem ou pelo lugar que ocupa o terceiro elemento ou pela
ordem dos outros 2.
Como cada permutacio de 2 elementos dd 3 de 3 elemen-
tos, teremos:

(200 By AL

De um modo geral, para formar as permutacoes de p ele-
mentos tomamos eada uma das permutacoes dos p — 1 elemen-
tos e colocamos o tltimo elemento — o de ordem p — em todos
os lugares possiveis: éstes lugares sio em ntmero p pois entre
cada dois elementos das permutacdes de p—1 elementos ha
p — 2 lugares, e, antes e depois de cada uma dessas permuta-
coes ha mais 2 lugares, logo, serao ao todo p—2+2 ou p lu-
gares; logo

Pi="Pytrip (6)

< esta a lerceira formula do nimero de permutacoes de

p elementos.

Fazendo nesta férmula p = 2, 3, 4, ., p, teremos:

Py=P, .2
Pl B ol
Piie=D, .
'Pp =Py U\ p

Multiplicando ordenadamente estas igualdades e suprimin-
do em ambos os membros da igualdade resultante os fatores

comuns aos dois membros, levando em conta que P, = 1,
teremos:
Pl 12,34 g (4)
ou
P, = p! (5)

Cabe aqui a mesma observaciao que fizemos no estudo dos
arranjos sobre o raciocinio por recorréncia.

Exercicios: — De quantas maneiras diferentes podemos
dispor em linha as letras da palavra régua?

Bl

P, =5 1.2.3.4.5 = 120
CONVENGOES: — 1. Para p =1 a féormula (6) da:
PestP el

T

PP e
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Como P, = 1, teremos:

1w Polanls ours s PRty

Para admitir a f()rmul.l (6) como geral, ,‘temos, pois que
convencionar que P, 1.

214 Da identidade

p!l=(p—1)!p

para p = 1, teremos

o V=-0iti ou %
0 =518

que ¢ outra convencio, generalizando a identidade primitiva.

8. Inversdes. De todas as permutacdes de p letras pode-
mos escolher, arbitrariamente, uma qualquer delas como per-
mutagdo fundamental. Se as permutacoes tiverem os elementos
representados por letras diferentes, ¢ comum tomarmos como
fundamental a permutacio em que as letras estio dispostas
na ordem alfabética; se os elementos sio representados por
uma mesma letra com indices diferentes, tomamos como fun-
damental a permulaqao em que os indices estio dispostos se-
gundo a sucessao dos nlimeros naturais. Assim, com 4 elemen-
tos, a permutacido fundamental podera ser

abed ou a, a, a

Dois elementos de uma permutaciao formam uma inversao
quando estido colocados em ordem contraria 4 que apresentam
na permutacio fundamental. (*)

(*) Este conceito é atribufdo a G. Cramer (1704-1752) eme 1750 (Gene-
bra). O térmo inversio & devido a J. D. Gergonne (1771-1859) em 1813-14.
P. S. Laplace (1749-1827) usou (1772) o térmo variag¢do. ]

105
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Tomando como fundamental a permut'u;ao abed, diremos
que na permulacio bdac, b e a formam uma inversio, d e a
outra e d e ¢ outra ainda.

Uma permutacio tem tantas inversoes quantos sdo 0s gru-
pos de 2 elementos satisfazendo a definigao de inversio. Assnm,
a permutacao bdac tem 3 inversées.

Quando uma permutacio tem um nimero par de inversoes
¢ denominada permulagao de classe par ou de primeira classe;
quando tem um nimero impar de inversoes ¢ denominada de
classe impar ou de segunda classe.

EXEMPLOS: — A permutacio adbc tem 2 inversdes: ¢ de
classe par. A permutacio a, a, a, a, tem 1 inversio: é de classe
impar.

A permutacio fundamental, como a consideramos, nio
tem inversées. Dizemos que ela tem zero inversdes: ¢ de classe
par. ' "

De todas as permutacdes de p elementos a que apresenta
maior nimero de inversoes é a que tem os elementos em ordem

-inversa daquela em que se apresentam na' permutacio funda-

mental: ela ¢ denominada permutacdo inversa. Se a permuta-
¢ido fundamental for abe ... jkl ou a, a, a, ... a,, a,., a, a
permutacao inversa sera Ikj ... cha ou a, a,., a, , ... a, a, a,.
Nesta ultima permutaciao de p elementos cada elemento forma
uma inversio com cada um dos seguintes; logo, o niimero de
inversdes desta permutacio é

. p(p—1)
(p—1) 4+ (p-—2) + ... +1 = __T__

Teorema de Bézout (1764) — Uma permutacdo muda de
classe quando trocamos entre si dois elementos.

I. Os elementos siao consecutivos.
Consideremos a permutacio ’

A mnaB

em que A e B representam grupos de elementos e m e n sio
elementos simples.
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Se considerarmos, por exemplo, 5 pontos a, b, ¢, d e e nesta
ordem, de uma circunferéncia, obtemos as suas permutacoes

circulares passando sucessivamente o primeiro elemento para
ultimo lugar:

abede bedea cdeab deabe eabed

Procedendo desta forma observamos que, partindo-se de
um grupo de 5 elementos, obteremos 5 permutacées circulares.

NUMEROS DAS PERMUTAGOES CIRCULARES. Como a cada grupo
de p elementos correspondem p permutacoes circulares, se re-
presentarmos por P o nimero total de modos relativos distintos
de dispor p pontos numa circunferéncia, como cada um déles
dia p permutacgdes circulares e o niimero total das permutacoes
de p elementos ¢é p /, teremos

n!
i PR=gm L P=—T=(n—l): (7
COMBINACOES

10. Combinagdes de m elementos tomados p a p (p =< m)
sao os agrupamentos que podemos formar com ésses elementos
de forma que cada agrupamento contenha p elementos e difira

de todos os outros pela natureza, pelo menos, de um dos ele-
mentos. '

ExempLo: — Com os elementos a, b, ¢ e d, tomados 3 a 3,
podemos formar as combinacdes

abe } abd acd bed

Observaremos que enquanto os arranjos diferem uns dos
outros pela ordem ou pela natureza dos elementos, as combi-
nacoes tém que diferir sempre pela natureza, pelo menos, de
um elemento. Assim, abe e ach sio arranjos diferentes e sio a
mesma combinacio.

Quando os elementos das combinacdes representam fatores
de multiplicages cujos produtos sio indicados pelas combina-
¢oes, estas tomam o nome de produtos distintos.

LG ) St

O niimero de combinacdes de m elementos tomados p a p,
ou de classe p, é representado por um dos simbolos

o

Cm C"') P

Em vez da expressio classe p usam-se também médulo p
e ordem p.

11. Caélculo do nimero de combinagdes. Se considcrqr-
mos formadas as combinacoes dos m elementos a, b, ¢, ...,
j, k, I tomados p a p,

abe abd abe < abl
acd ace L2 acl
......... G
e em cada uma delas permutarmos seus p elementos,
abe ach bac o cba
abd adb bad S dba
Jjkl Jlk kjl lkj

Obteremos os arranjos dos m elementos p a p, porque em
cada linha ha diferenca dos grupos pela ordem dos elementos,
e de linha para linha hé diferenca nos grupos pelo menos de
um elemento. Como eada uma das combinacdes dos m elemen-
tos p a p da tantos arranjos dos m elementos p a p quantas
permutacées pudermos fazer com os p elementos de cada uma,
teremos:

» »
C, X Pp = Am

lp

ou Ay,

bR (8),
B .

(*) Indicamos neste quadro as combinagdes dos m elementos 3 a 3 para
melhor fixar idéias.
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Esta é a primeira formula do nimero de combinagoes de
m elementos p a p.

¢ o » ;
Substituindo 4,, eP, por seus valores, teremos oulras ex-
X »

pressoes de C,,:

” m(m—1) (m—2) ... (m— p~+1)
Cm oy -

ST (9)
1:2.3. . D

Esta segunda formula diz: o niimero de combinagoes de m
elementos p a p é igual ao produto dos p niimeros inteiros con-
secutivos decrescentes dos quais o maior é m, dividido pelo
produto dos p primeiros nitmeros naturais.

Como o resultado obtido por esta férmula tem que ser um
ntimero inteiro, podemos concluir o teorema da aritmética: o
produ:*o de p niimeros inteiros e conseculivos ¢ sempre divisivel
pelo produto dos p primeiros niimeros nalurais.

Exercicio: — Quantas guardas diferentes de 3 homens po-
dem ser feitas com 10 homens?

,  10x9X8

Utilizando as formulas (3) e (5), em (8) -

m !
b (m—p)!
("m SR AT YW LR
pl
ou
m !
CHr . SN (10)
g (m—p)!'p!

Esta ¢ a terceira férmula do niimero de combinagdes de m
elementos p a p.

1
AN 17 g
Exercicio: — Calcular o niimero de combinacoes de 12 ele-
mentos 4 a 4.
K 12 !
(112 = g
(12—4) '4!

12X 3XAXHXOXTXEX9x10X1112
& 495 L
12X IXAXINOX TXE X 12X I 4

Comparando éste edleulo com o que fariamos pela for-
mula (9),

12X 11X 10%9
€y = — 495
1X2% 34

concluimos que ¢ preferivel na pratica o uso desta férmula. O
interésse da formula (10) é mais tedrico, apresentando além
do seu aspecto mais elegante uma condensacdo 1til as deducdes
ledricas.

m!
Os nameros C,, particularmente o seu valor -—
(m —p)!p!
m
sio também representados por [ —— |, sugestio de Euler
P

(1781), e por (?) segundo A. von Ettinghausen (1827), lendo-
-se em ambos os casos m sébre p. O niimero m é denominado
numerador.

Estes nimeros | ','H. para m inteiro positivo nio inferior a
p, sao denominados nitmeros combinatérios, niumeros binomi-
ais ou coeficientes binomiais, estas duas ultimas denomina-
¢oes provenientes de ¢les aparecerem no desenvolvimento da
poténcia m do binémio x + a.

Akt ;n..(b.-ﬁ'd‘
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Il — Facamos na férmula (13) a substituicio de m por
m—1, m—2, m—3, ..., p—1:

C* =Cr 4 Cr1
" m—1 m—1
Cr =Cr O
m—1 m—2 m—2
Cr =Cr 4 Cr
m—2 m—3 m—3
CP =C 4 Cr
» p—1 p—1

\

Somando ordenadamente estas igualdades e suprimindo na
igualdade resultante as parcelas comuns aos dois membros,
lembrando que C» = 0, teremos

p—1

Cr = @2 4 Gt |- Gt (14)
“Te

m m—1 m—2

Podemos também obter esta férmula fazendo em (13)
m=m-—1, m—2, ..., p, somando ordenadamente as igual-
dades resultantes e substituindo C» por C*~! que sdo, ambos,

» p—1
iguais a 1.

ANALISE COMBINATORIA COM
REPETICAO

ARRANJOS COM REPETICAO

14. Arranjos com repetigdo ou arranjos completos de m
elementos tomados p ap ( p = m | sdo os agrupamenlos que
podemos formar com ésses elementos de forma que cada agru-
pamento contenha p elemenlos, distintos ou ndao, e difira de
todos os outros pela ordem ou pela natureza dos elementos que
néle entram.

ExEmMpPLO: — Com os elementos a e b tomados 3 a 3 pode-
mos formar os arranjos:

aaa aab aba abb baa bab bba bbb

Observaremos que enquanto nos arranjos simples temos

sempre p = m, nos arranjos completos podemos ter p =m
O ntmero de arranjos com repeticio de m elementos to-
mados p a p ¢é representado pelos simbolos

(AR). ou (AR)p, , .

15. Formacgédo dos arranjos e calculo do seu numero.
,Consideremos os m elementos

a b ¢ j k l
E’ evidente que
(AR),I,. = m

pois cada um dos elementos constitui um arranjo.
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Para formar os arranjos completos dos m elementos 2 a 2,
tomamos cada um dos arranjos completos dos m elementos
1 a1 e a sua direita escrevemos cada um dos m elementos:

aa ab ac g al
ba bb be 0 bl
la b lc S l

Assim se fazendo ndo haveri omissdo de nenhum dos ar-
ranjos porque isto obrigaria a falta de um dos arranjos com-
pletos dos m elementos 1 a 1; ndo haverd repeti¢do porque os
arranjos de cada linha diferem pelo segundo elemento e os de
duas linhas diferentes diferem pelo primeiro elemento.

Como cada um dos arranjos dos m elementos 1 a 1 da m
arranjos de m elementos 2 a 2, teremos:

(AR): = (AR), . m

Para formar os arranjos completos dos m el/emcntos 3 a3,
tomamos cada um dos arranjos completos dos m elementos
2 a 2 e & sua direita colocamos cada um dos m elementos:

aaa aab aac A aal
aba abb abe R abl
baa bab bac bal
la b lle 11

Raciocinando como acima, teremos:

(AR)Zim  (AR)S om

De um modo geral — ver observacido da pagina 12 — para
formar os arranjos completos dos m elementos p a p, tomamos
cada um dos arranjos completos dos m elementos p—1a p—1
e 4 sua direita colocamos cada um dos m elementos. Obteremos
assim fodos os arranjos completos dos m elementos p a p, isto
é, ndo havera omissdo de um dos arranjos porque isto obrigaria
a falta de um dos arranjos dos m elementos p—1a p—1 0

5
12
k

e

”.

B

=
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que nao ¢ possivel porque supusemos formado o quadro dos
arranjos completos dos m elementos p-—1 a p—- 1; nio havera
repeticao porque dois arranjos provenientes de um mesmo ar-
ranjo dos m elementos p—1 a p—1 diferem pelo dltimo ele-
mento, e os arranjos provenientes de dois arranjos distintos dos
m elementos p— 1 a p— 1 diferem por éstes dois arranjos.
Como cada um dos arranjos completos dos m elementos p — 1
a p— 1 da m arranjos dos m elementos p a p, teremos:

1

(ARG 1w AR A (15)

Fazendo nesta formula p = 2, 3, 4, ., P, leremos:

t.\lt’):., (.llf,):‘ AP
AR e CAR) Y & > ot
CAR)SE (AR m
CARY L = (AR)T" s

Multiplicardo ordenadamente eslas igualdades e suprimin-
do na igualdade resultante os fatlores comuns aos dois mem-

1
bros, lembrando que (AR), = m, teremos:

P

(AR). = m (16)

Exerciclo: Quantos arranjos com repeticao podemos
fazer com 25 letras distintas 3 a 3 ?
(AR),, = 25 = 15 625

CONVENGAO: — Para p = 1, a formula (15) da
(AR). = AR), . m . m=<AR), i'‘m

(AR).: = 1.

"
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PERMUTAGCOES COM REPETICAO

16 — No caso particular de p = m, 08 arranjos co.ne] r(;!:,e';
licio de m elementos p a p denominam-se permutagoes

repetigdo, e leremos:

(PR), = P an

EXEMPLO: . Com os elementos a, b e ¢, tomados 3 a

podemos formar 3' = 27 permutagdes com repelicao:

aaa aab aac ‘»
aba abb abe -
aca ach acc y 3
baa bab bac %
bba bbb bbe
bea beb bee
caa cab cac
cha chbb cbe
cea cch cee
17 — Problema: — Quantas permutagdes podemos fazer
com m letras
a b ¢ e j k l

do iguai iguais : j iguais a [?
das quais a sdo 1guais a @, B iguais a b, ..., A 18Ut

Temos « +B8 + v+ ... + A = M. : l 3
Consideremos m pontos em linha reta v_nclcs co ()(|l'l(‘n;(r(.)
de todos os modos possiveis as a letras iguais a a. ()lqum‘.)e\.
de disposicdes que obteremos sera o numero de combinacoes

S @ i isto é, Ce .
simples dos m pontos a a isto ¢, €

Colocadas as « letras iguais a @, sobrario, em cada dispo-

frose i S escrever as elras
ica 3 Y ais poderemos escrever as B 1
~ sicdo, m— ¢ pontos nos” quais |

— 35 — ?

iguais a b de tantos modos diferentes quantas forem as com-
binagdes dos m — a pontos f§ a f, isto ¢, C# . O numero total
n-—a

de disposicoes contendo as « letras iguais a a e as f§ letras iguais
a b, sera; pois, C« . C8
m m—a

Colocadas as « letras iguais a a e as B letras iguais a b, so-
brario em cada disposicio m — «—f§ pontos nos quais pode-
remos colocar as vy letras iguais a ¢ de tantos modos diferentes
quantas forem as combinacoestdos m —a—f pontos y a y;
logo, o nimero de disposicoes distintas contendo as « letras
iguais a a, as f§ letras iguais a b e as v letras iguais a ¢, sera

b AN e Y . NS

» m—a m—a—f}

Prosseguindo analogamente, chegaremos a ter que colocar
as ) letras iguais a [, e entdo teremos m —aq —f — ... —z = .
pontos para colocar as 3 letras iguais a I, isto é, s6 poderemos
colocar as letras I em cada uma das disposicdes anteriores de
uma unica maneira, visto s6 terem sobrado pontos; cada uma

das disposicdes anteriores dari um nimero de novas disposi-
coes contendo as j letras iguais a I igual a C% que ¢ igual a 1.

Teremos, entdo, que o niimero total de permutacoes seri

PaBie.oydh = Ca < B

" " m—a

INQR - | @RI AT )

m—a—f 2

Substituindo os simbolos dos niimeros de combinacdes por
seus valores (12), teremos:

m ! (m—a)!
) s e SEP RN ST el N ¢
» (m-—a)! a! (m —a—B)!B!
(m-—a—p)! Al
(m—a—B—y) Iy! RS
ou, simplificando:

Da, B ) _. i g 18
NmLE T TR I o
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Exercicio: — Quantas permutacdes podemos fazer com as
letras da palavra matemadtica?
10 ! ¥
P= ——-——— = 151 200.
213121 11 P
OBSERVAGAO: — Como P tem que ser inteiro, podemos con-

cluir o fteorema: m ! é sempre divisivel por « ! !y ! .. 4!
sempre que a4y + 41 =m.

COMBINAGOES COM REPETICAO -

18. Combinagdes com repetigdo ou combinagdes com-
pletas de m elementos tomados pap (p = m | sdo os agru-
pamentos que podemos formar com ésses m elementos de fO{'l'nu
que cada grupo contenha p elementos, repetidos ou ndo, e difira
de todos os outros menos por um dos elementos.

Assim, com os elementos a e b, tomados 3 a 3, podemos
formar as combinacoes

aaa aab abb bbb
que convencionalmente escrevemos
a? ab ab? b3

Observaremos que enquanto nas combinagdes simples le-
mos sempre p = m, nas combinacdes completas podemos fer
p=m :

O ntmero de combinacoes completas de m elementos p a p
¢ representado pelos simbolos

(CR)I"" ou (CR)

m,p "
Rey Pastor (*), representa por C'm,p .
19. Formacao das combinagdes. Para formar as combi-

nacoes completas de m elementos p a p, alinhados em ordem
alfabética ou numérica, tomamos cada uma das combinacoes

(*) Obra citada.
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completas dos m elementos p—1 a p— 1 e 4 sua direita escre-
vemos o ultimo elemento que ¢le. contém e cada um dos se-
guintes. Assim oblteremos as combinacdes completas dos m
elementos p a p, sem omissiao nem repeticio. A justificativa é
anidloga a das combinacoes simples.

Assim, as combinacoes completas dos m elementos

a b ¢ 2 i k l

tomados 1 a 1 sdo ésses proprios elementos.
As combinacoes completas désses mesmos m elementos lo-
mados 2 a 2, serdo;

aa ab ac s al
bb be WIS bl
ce 3y cl
l
As combinac¢des completas dos m elementos 3 a 3, serdo:
aaa aab aac W aal
abb abe g abl
acc A acl
bbb bbc ey bbl (q)
bee Sy bel

i
e assim por diante.

20. Calculo do nimero de combinagdes completas. Para
calcular o niimero de combinacdes completas de m elementos
p a p, suponhamos formado o quadro (¢) (*) das combinac¢des
completas dos m elementos p a p e conlemos de dois modos

\

*) Isse quadro contém as combinacdes completas dos m elementos 3 a 3.
No raciocinio que vamos fazer a seguir suporemos, por motivo didatico e sem
inconveniente algum, que &le contenha as combinacdes completas dos m ele-
mentos p a p.
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29. Foérmula de Leibnitz (1676). 1.» Depugio: — Cal-
culemos a expressio geral do desenyolvimento de

(a+b+c+H ... + D™

sendo m infteiro e positivo.
Esta poténcia ¢é o produlo de m fatores iguais a

(a+b4c+ ... +0D,istoé,
(a+b+c+ ... D)m =
=(@a+b+cH ... 10
(a+b4+c+...4+0D ... (a+b+c+ ... +1D
Para obter éste produto teremos que fazer a soma de todos
os produtos que podemos formar de m fatores tomando um e
somente um térmo de cada polinémiv. Cada um désses produ-
tos serd da forma

a bB ¢y ... I

sendo a + f + y + ... + L = m, e aparecera no produto dos po-
linbmios tantas vézes quantas forem as permuta¢des com repe-
licio de m letras das quaisa sdo iguais a a, f iguais a b,
A iguais a [, isto ¢, um nimero de vézes igual a

m !

TR RN
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O térmo geral da poténcia m do polinomio sera, pois,
m! : 4
{ S S
e a férmula da poléncia m do polinémio ser:i
i (a + b+ c + i + Om =
‘ m!
alB! ... !
sendoa+f+ ... +2 =m.

LSy

ar bB ... b

; 2% DEpvGgio: — Pela férmula do binomio de Newton, te-
f mos:

(a4+bdb+c+ ... + D" = (a4 2)" = 3C* a* "2

| "

= (btc+ ... + D™ = (b + p)m—s =

= E ) g pm—a—p
Cm~u b v

yn—e—b = (c+d+ ... 4 D)m—o—p =

— ” A Y ANIFS)
(c 4 2)m—ep = ZICr -

ce zm—a—f—y

tm—a—f—. . .— — (k + m—a—...— — 2 CX kx >
e —ﬁ—...-t
—— e
Multiplicando ordenadamente estas igualdades e simplifi-
cando na igualdade resultante os fatores comuns aos dois mem-
bros, teremos:

@a@a+bdb4+c+ ...+ 0" =

= e vges L5506 hb:= B0 cY
m—a m—a—f
D Y k. I
M—@=f, . . —t

:
r-b
b

!
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Lembrando que o produto de duas somas ¢ igual a soma
dos produtos de cada térmo de uma por cada térmo de outra,
isto é, T a . = b = = ab, temos:

(a+b+c+ ... +D» =
=l e CYm_“_ﬁ oo GBI s b8 et kx I
& m! (m—a)! (m—a—@)!
- T (m—a)la! (m—a—4f) !f! ' (m-a-B-y) !y
(m-a-B-...-1) !—
—_— L — a® b8 co ... kx I
(m-a=B=. . .1=y) 'y
m!

i e S AR Y T a* bB ey ... kx D

Esta ¢ a féormula devida a Leibnitz que a comunicou a Jofio Ber-
nouilli em 1695.

OBSERVAGOES: I. A poténcia de um polinémio sendo um
polinémio homogéneo e completo do grau m em relacio aos
seus térmos, tera um nimero de térmos igual a (CR),? (ver o
exercicio 58 da andlise combinatéria) .

m!
IT. Os ntumeros —

———————, por analogia ¢om os coe-
alf!...2!

ficientes binomiais sio denominados coeficientes polimoniais.

Para aplicar esta férmula temos que fazer tédas as hipote-
ses possiveis para valores inteiros e positivos de a, f, v, ...
tendo-se em qualquer caso a +f 4 ... + A =m




30. Aplicagdes: — I. QUADRADO DE UM POLINOMIO:

‘ BT ) je oy
| :

|

;

} (a+b+c+ ... +D2

% il 21

| AR e, M ST T TR bz SRR
|

| ja:l 2!

\ 1‘:, D o AT IOl ek

A D=3 a2+ 32ab=3a2+23 ab

REGRA: — O quadrado de um polinomio ¢ igual 4 soma dos

‘ (|'llilfll';|(l()s dos seus férmos mais a soma dos duplos produtos
distintos désses térmos 2 a 2.

EXEMPLO: - (142 — 322)2 = 1 4 4 22 +

| o+ 9t 4 2.1, 2x 4+ 2.1 (— 3x2) + 2.2¢ (— 3a2) =
1 4+ 422 4 9xt 4 42 — 62 1223 -

| =1 4 4x — 22? — 1228 4 9t

II. - Cuso pE UM PoLINOMIO: (a - b 4+ ¢ 4+ .. + D3

fa=3 31

1B = « - oo SO Nl ) 3l d 3 7S pape 0 "
| Lf \ ) ) B0t Ol a . boe ... =
| [oi= 2 X 31

I8 =1 ——— a?be ... = 3a2 b

R R T S TH T Y

L T ——
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=
=]

=1 3!

PRI bed. .
fT1r1toror...o ¢

.o =6 abe

->®
[
— -

RGeS S e )

o2~

(a+b+c+...+D3=3a*+ Z3a® b + X babc =

+Za*+ 3Xa*b+6 Y abe
REGRA: — O cubo de um polindmio ¢ igual & soma dos
cubos dos seus térmos, mais o triplo da soma dos produtos dos

quadrados de cada térmo por cada um dos outros, mais 6 vé-
zes a soma dos produtos distintos dos térmos tomados 3 a 3.

EXEMPLO: — (1 4 x — 2x2)38 =
1423 — 8% + 3. 1°

x4 3. 12 (— 222) +

+3. 22 . 14322 (—222) +8 (—229)2 .1+
43 (—22)2x46.1. x (—21) =

= 1 4 a% — 8 a® + Jx — 6a* +-

|

|

|

4

|

4 822 — 6t == 1225 — 1223 - |

=14+3xz—3x2— 1123462t —122° — 8z 2

III. QUARTA POTENCIA DE UM POLINOMIO.
Procedendo como nos casos anteriores, leremos:

(a+b+ec+ ... +Dt=Sa*+

+43a*b+4 62 a® b+

4+ 12 X a® be + 24 X abed
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2. Calcular o térmo em x* de (1 — 2x 4+ 22)7.

a + o9 4+ oy =5 {(11——(13:1 A R e |
a, + 20, = 4 | &, = 4 — 2q,

Como os trés nimeros «, a, e a, tém que ser inteiros e po-
sitivos, pela segunda desigualdade devemos ter

O =2 et i= QN1 2
Para a; =0 temos 0 VR - BN E
a, = 1 temos a =2 e e =2
0y =2 temos o, =3 e a =20

Levando éstes valores em (I) teremos:

‘e )
g™ 1;} 5! ) o S
o0 = i s S e (= 204 N (22) = 80t
IR oA ERCTRT : ;
o, = 2] 5!
o f —— 12 (- 20)? 2% = 120
i ST
a, = 1 ey
a, = 3 5!
a =0 ————— 13 (— 22)° (2%)2 = 10 2
bl 08 3! 0! 2!

O térmo em ' ¢ 80 x* 4+ 120 2 4 10 2f = 210 2, O coefi-
ciente de ' é 210.
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