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O PONTO DA  RETA

lq GEOMETRIA ANALITICA — DEFINIGCAO., A Geometria
Analitica tem por objeto o estudo das propriedades das
figuras geometr1cas ( linhas e superficies) com auxi -
lio da analise algebrica. Estas figuras podem ser con
sideradas como conjuntos de pontos.

Para traduzir em forma algebrica as suas proprieda
des devemos, portanto, comegar por estabelecer uma as-
sociagao conveniente entre pontos e numeros.

2. COORDENADAS NA RETA. Ja vimos na Algebra co-
mo esta associagao pode ser introduzida quando se faz
corresponder aos pontos de uma reta o conjunto dos nu-
meros positivos e negativos a partir de uma origem ar-

batraria 0. (fig. 1).
11313%7%9
Fig 1

Fig,z
Uma vez fixada esta origem, uma unidade de medida
e um sentido positivo,.a um ponto da reta, correspon-
de um numero real e um unico, e, inversamente,cada nu
mero real tem como imagem, um ponto e um 80. A ori-
gem fazemos corresponder o numero O,

987685 4 q 2 }
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Um exemplo familiar de uma tal correSpondencxa en
contramos na‘escala dos termometros comuns (de mercu-
rio ). A uma posigao determinada da coluna de mercu-
rio no tubo capilar do aparelho fazemos corresponder o
ponto O (origem) (fig. 2).

Esta p081¢ao corresponde a uma temperatura fixa
(ponto de fusao do gelo)q As temperaturas superiores,
isto e, as posigoes que ocupam a extremidade do filete
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de mercurio acima (ou a direita na fig. 2) da origem,fa-
zZemo:s corresponder numeros po°1t1vos. As posicoes infe-
riores (ou a esquerda) atribuimos numeros negativos,

A unidade de medida e, neste caso, o grau centigrado
e se representa geometricamente pelo comprimento de que
cresce a coluna de mercurio quando a temperatura aumenta
de 1/100 do aumento sofrido quando se passa da fusao do
gelu a cbuligao da aguao

Da-se o nome de coordenada ou mais precisamente de
absquoa de um ponto da reta em relagao a uma origem da-
da ao numero que, numa unidade prefixada, mede a sua dis

tancia a essa origem. Assim, na fig, 3, se DA = + §, d17

remos que o pento A tem por abscissa o numero + 5. A abs
cissa do ponto B na mesma figura e OB = - 3.

-3 -2 - 0 2.3 45 0 A B
_ﬁJ_ 1 ' -d L Y A A L xL x]
1 e

F}g.3 4 F;

3. DISTANCIA DE DOIS PONTOS NA RETA. Generlcamentc
representaremos a abscissa de um Eonto da reta por x, e
abscissas supostas conhecidas serao representadao por x
afetado de um indice: X9 x2 - x3...

Sejam (fig. 4) A e B dois pontos da reta, de abscis-
sas X, e x_, respectivamente. A distancia AB sera dada

pela diferenga entre as abscissas X, e X,:

onde A (x,) é a origem e B(x3) e a extremidade do seg -
mentoe AB.
('s segmentos AB e BA tem sinais contrarios:

BA = Xq] = Xo = - (12 - x1) = - AB

vi A ¢ B
Fig.5

-~ 1 =

4. RAZAO DE SECCAO DE UM SEGMENTO. Sejam dados os
pontos A ¢ B de abscissas X, e xp respectivamente (fig.
5) e seja C um ponto interno ao segmento AB que o divi
de numa razao dada r:

AC

CB
Digemos neste caso que C divide AB (1nternamente)na ra-
zao r; ou ainda, que r exprime a razao simples de tres
pontos A, B e C. Conhecidas as abscissas de A e B (xqe
x3) trata-se de determinar a abscissa x do ponto C (fig.

5). Exprimindo os segmentos AC e UB mediante as abscis
sas de suas extremidades, temos:

L (1)

AC = X — x1 e CB = X, == X

e substituindo em (1), resulta:

X——'X,l

Xz-— X

relacao da qual tiramos x. Temos sucessivamente:

=X (2)

(multiplicando os 2 membros de (2) por (x, — x)

X = X, =T (x2 — x)

X = X = rx, —— rx (efetuando a multiplicacao por r)

ou

X + X = X, + Irx, (isolando no 12 membro da incognita x)
ou ainda: .

x (1 +1r) = X, + rxg (pondo x em evidencia no 12 membro)

Xq + Irxp
Donde S x = S (3)
Em particular, para r = 1, temos:
X, + X
1 2
X = 3 (3a)

que nos da a abscissa do ponto medio do segmento AB,




Exemplo. Seja acha® a abscissa do ponto que divi-
de na razao 2/3 o segmento AD cujos extremos tem por
abscissas — 3 e 7 respectivamente.

Solugao., Fazendo xq = — 3y xg=7er =2/3, _e
substituindo em (3), resulta:

2
_ = 3 + (2/3).7
e L+ s
que e abscissa procurada.

Generalizando o problema anterior, diremos-que . um
ponto C' do prolongamento de AB (fig. 5a), divide este
segmento externamente na razao r quando

.~ 9 + 14
) SR

4113

0 A B C
% vale T l J J
fﬁg&5a

Mas, neste caso, AC e CB tém sentidos contrarios e, por
conseguinte, a sua razao goma sinal negativo (quociente
de positivo por negativo e negativo). Portanto, escre-
vemos:

—A_c-_— = - I Ou x1 = - T
C'B e
chamando x a abscissa de C', Resolvendo eam x, ¢ wuiios!

x1 — rx2

r—— (3b)

X =

que equivale a formula (3) em que se substitui r por

—

Observagao. Esta ultima relacao deixa de ter signi
ficado quando

r = 1, ou quando em (3) se faz r = — 1. Neste caso,
e dir: mos que C' esta no ® .,

AC'

Bcl

= -1

EXEREtCcIOS

1. Tomando as abscissas dos trés pontos A, Be C de uma

reta, em relacao a uma origem O, provar a relagao (de
Chasles):

AB + BEC + CA = 0.

2. Generalizar a relagao anterior, isto e, tomando
n pontos A4, As , A3 s ss«y An , de abscissas x v X5

tee X, , respectivamente, provar que 1

A1 A2 kS Az A3 * ecas + An-1An - An A1 =0,
3. Dados quatro pontos de uma reta A, B; C e D, pro
r el T =
B F¥lacho (de Buler): gw ox' =2 os | AD.BC = 0

4. Achar a abscissa do ponto C' que divide na razao
3/5 o segmento que une os pontos A ( — 5) e B (3).
Resp.: x = -2,

5. Achar a abscissa. do ponto C' que divide o segmen
to de extremos A (—7) e B (5) na razao — 9/5. Resp.
x=20.

6. Dois pesos de 9 gf e 12 gf respectivamente estao
aplicados nos pontos A (— 2) e B (5) de uma reta. Achar

a abscissa d  ponto de aplicacao da resultante. Resp.
x’zo

7. Achar o baricentro dos pontos P1(xq) e Py (xp)
aos quais estao associados os pesos P, e Ps respectivamen
te. L

_  (Chama-se baricentro ¢5s pontos P4 e P, aos quais es
tao associados os PesSos pq e py, 0 ponto P que divide o
segmento P, P, na razao p,/p,)

X, +
Reapo X = ) 1 p2 x2

P1 + P2

8, Mostrar que a relagao estabelecida no exercicio
anterior se estende ao caso de tres Pys Pa P; , isto e,
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9. Achar os pontos que dividem harmonicamente na ra-
zao 5/3 o segmento cujos extremos tem por abscissas A (1)
e B (9). (Dizemos que dois nontos dividem harmonicamente
um segmento quando o dividem interna e externamente na mes
ma razao).

ReSp.:: X = 6= "21

11. Sao dados tres pontos A(— 2), B(4) e C (7).
sehar o conjugado harmonico de B em relacao aos outros
dois. (Dizem-se conjugados harmonicos os pontos que di-
vicem harmonicamente um segmento).

Respe.: X = 16.

SN ) IS
L.ICKO 2

O PONTO NO PLANO

5. COORDENADAS NO PLANO. A associacao entre numeros
e pontos que acaba de ser introduzida na reta pode ser
estendida ao plano (e mais tarde ao espaco), mas, nes-
te caso, nao basta um unico numero para determinar a po-
sicao de um ponto. Ainda aqui vamos comecar por conside-
rar un exemplo que, conquanto nao se refira ao plano,ser-
ve a ilustrar a generalizacao do problema anterior,

6. COORDENADAS GEOGRAFICAS.
Em geografia nos familiarizamos
com a nocao de coordenadas geo-
gr&ficas (latitude e longitude),
por meio das quals se pode deter
mlnar a posicao de um local a su-
perficie da terra tomando comoeqpado'
sistema de REFERTEINCIA dois circu m de
los maximos do globo terrestre:o Fﬂ 6
equador e um meridiano inicial g
escolhido arbltrarlamente. Neste caso sao necessarios e
suficientes dois numeros QUALIFICADOS (ou relativos )
para determinar sem ambigliidade a posicao de um local. As
sim,quando dizemos que um dado local se acha a 40° long
E e 35° lat. N, subentendemos que se deve meédir um arco
de 40° ao longo do equador e a partir do meridiano de
Greenwich para o D&ste e sobre o meridiano que passa pe
la extremidade des te arco, um arco de 35° deve ser me-
dido a partir do equador para o Norte (fig.6), Para des-
tinguir os dois sentidos em que a longitude E o O e a la-
titude N e S podem ser medidas, poderiamos estabelecer
uma convencao de sinais, considerando positivas as longi-
tudes quando a Este do meridiano inicial e negativas quan
do a Oeste deste, e positivas as latitudes quando ao Nor-
te do equador e negativas quando ao Sul. Convencionando
ainda que o primeiro numero escrito indique a LONGITUDE
e o segundo a LATITUDL, podemos dizer simplesmente que as
coordenadas do local P, no exemplo acima, sao os nume-
ros relativos + 40 e + 35, subentendendo—se que a unida-
de de medida seja o grau. Analogamente, poderiamos es-
crever:

( —40, + 35) en lugar de 40° long. 0, 35° 1lat. N
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(para rcsolver este problema ¢ recomendavel o uso de pa-
pel qua@iff2ulado ou milimetrado).

Seja construir o ponto
como 8¢ diz correntemente,
lha de papel quadriculado,
culares entre si XX' ¢ YY!
10). Tomando como unidade

terizam, em geral por sua

de coordenadas — 4 e — 3 ou,
o ponto (-~ 4,-—=3). Numa fo-
tracamos dois eixons perpendi-
que se cortam no pinto O (fig
o lado dos quadriculos, medi-

- 15 -

mos 4 a esquerda da origem (vis-
to que 4 e negativo), e sobre a ?y
paralela a YY, por este ponto,mg

dimos 3 abaixo do eixo XX'(visto ili::rj; ::1:[::}
que 3 e negativo). O extremo des STHA R S A [l
te segmento nos da o ponto procu bt s o e pid
rado P , de coordenadas —4 e ('1 dasg) |0 o :, o
=13, e S iy, ¥

Ledesp b op S e B ]—1--‘

iy ity Sy e P T

R Dy s SO T

Y Iﬁélo

Obs. Os dois eixos,XX' e YY':'decompoem o plano em
quatro REGIOES OU QUADRANTES No 12 quadrante (XOY)tan
to a abscissa como a ordenadn sao- positivas; no 2% qua-
drante (YOX') a abscissa e negativa e a ordenada e- -posi
tiva; no 3?2 quadrante (X'0Y'), sao ambas negativas, e -
no 42 (Y'0X), a abscissa e positiva e a ordenada e ncga
tiva.

8. COORDENADAS OBLIQUAS. Um sistema de ccoordenadas
retilineas pode ainda con31st1r, de um modo geral, de ~
dois eixos que se cortam obliquamente, sob um angulo da
do w (omega) (fig. 11). Conservando as designacgoes e
as convengoes assoc1adas ao sistema retangular, podemos
introduzir as coordenadas retilineas obliquas de um pon
to no plano mediante a seguinte construgao:

Dado um ponto generico P do plano, tragamos por es-

te ponto as paralelas aos eixos Oy e Ox respectivamente.

A primeira encontra o eixo dos x em M e a segunda encon
tra o eixo dos y em N. Diremos coordenadas (obliquas)

de P, o8 numeros x = PN = OM e y = PM. Como no siste-
ma retangular, x se diz a abscissa ¢ y a ordenada de P.

OBS. Na pratica, da-se preferencia ao sistema re -

tangular, posto que as formulas correspondentes se carac

maior simplicidade. - N /_____ <P
Contudo, ha casos em que /
¢ vantajoso o emprego de ﬁy
coordenadas obllquas' ,’
: g 3
M X
EXERCICIO Fig.11

1. Construir os seguintes pontos : (2,3), (2 —1),
(4’ s ol 3)’ ("'"2q5)9 (-" 4, ""-4), (3,0)5 (0,1), (o,—"'z)g
(0,0), (7, —8).

2. O centro de 1 quadrado esté na origem de um sis-
tema de coordenadas e os lados sao paralelas aos elxosa
Se o lado tem 4 unidades, achar as coordenadas dos ver-
tices.

3. O centro de gravidade de um triangulo equilatero
de 6 unldades de lado esta na origem de um sistema de co
ordenadas & base’ e paralela ao eixo dos x. Achar as coo-
rdenadas dos vertices,

Resp. (0,2 YV3), (3, — V3) e (— 3, — V3).

4, O centro de um hexagono regular de 2 unidades de
lado coincide com a origem de um sistema de coordenadas,
e dois lados sao paralelos ao eixo dos x. Achar as coor
denadas dos vertices.

Resp.(1,v3), (2,0), (1,—=V3), (—1,—/3),
(—2,0) e ( — 1, V3I),.

5. Tres vertices consecutivos de um paralelogramo
sa2o o5 pontos (6,0), (0,0) e (2,3). Achar o quarto ver-
tice.

Resp. (8,3)

6. Construir o triangulo cujos vertices sao (3,2),
(—2,5) e (— 4, =3).
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RELAGCZS  ENTRE FONTOS

9. DISTANCIA DE DOXIS PONTOS. (Eixos retangulares).
Sejam I'; e Py dois pontos dados, (x,.¥4) e (x,.y4) as
suas coordcnauas ed=Pq Pga dlstancla procurada. Tra-
gamos P4 M = y4, PoN = yo e Pq Q paralela ao eixo dos x
(fl s 42) !
No triangulo retangulo P4P5Q
temos: (relagao de Pltagorad

2 2 2
PP2=PQ «P0 (1)
12 : 2 Ay 4 ’/‘Pz‘xlyz’
RO‘.‘VV |
..... “4Q
Yo, PP =d : :
1 )
2 M N X
P1Q =MN = ON — OM =
o i Fig-12
PJQ «Pali - QN = PN “ PN =y, -y,

Substituindo estes valores em (1), vem:

2

o 2
{1) d = (x2 - 11) + (y2 - y1)

ou, extraindo a raiz aos dois membros:

'\V/(xz < 11)2 + {y, - y,)z

gue exprime a distancia dos ddis pontos em fungao de suas
ceordenadas.

. - ’ o, &
Obs. Esta formula e valida quaisquer que ecjam ¢5
quudrantes em gue se acham os pontos dados. Devenos len
vrar, porem, que o sinal, que figura nos binomios

i 11 R

(xo - x1) e (y2 - y1) ¢ um s1nal de subtracgao e que os nu
meros X1, X2, Y1 € yo sao numeros relativos (que podem
ser positivos ou negatlvos), aos quais se aplicam as re-~
gras de soma e subtragao dos numeros relativos.

EXEMPLO: Achar a distancia entre os pontos

P1(~‘203)
e Po (6, - 3.) SOLUGAO: No caso em aprego:

x=-2,y1=3 ﬂ\

1 Y

12=6 y2=—3

X1

: Substituindo na [\\\;
formula (1) temos: (. § A o PRIV,
5 '

d =1y/f: NS « 3 - ( - 3)2 “L ] \\\\\\>
B . 502 - Wit Lo
=V64 + 36 = » 100

- Fig. 13

Verificacao geométrica: Localizados os pontos P, e
P (fig. 13), tracamos P4 M, paralela ao eixo dos y,e Po
N, paralela ao eixo dos x, as quais se cortam em Q, for-
mando o trlangulo retangulo P1 QP5, que tem por hipotenu
sa a distancia procurada Py P = dq e por catetos, res
pectivamente, "

A relacao de Pitagoras aplicada ao triangulo retan~-
pulo P QP nos daria o mesmo resultado obtido acima me
diante a apllcaqao direta da formula (1).

~ 10, DISTINCIA DE DOIS FONTOS. (Eixos obliquos): -
Determinar a distiAncia 4 = P4 Py de dois pontos dados
-P (x1, y1) e P (xz, yn) num sistema de eixos obllquos

L
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(x0y = w ). (fig. 14),
Construidas as ordenadas

BIﬁ =¥y, e P2N = ¥or tracemos

PIP paralela ao eixo dos X,

formando o trlangulo obtusan-
gulo P & P Neste trxangulo -

conhecemos dois lados:

Plp = MN = X, = x1

e o angulo compreendido entre eles: P PP

mento de w , Podemos
dos co-senos):

i
que e suple-
s por consegulnte“ escrever (lei

2 2 i 2 —— ———
P1P2 = P1P + P2P - 2 P1P. P2Pu cos P1 PP2

ou visto que d =P P

j T
P1P ® s x, 2P "5 = Yo - ¥, cos P1PP2 = -
- COB W )
2 2 2
a® = (x2 - x1) - (y2 - y1) + 2(x2 - x,) (y2 - x1)
cos w

e extraindo a raiz quadrada (positiva):

d ="/}x - x5 )2 + (y2 - y1)2 + 2(x

que e a expressao da distancia procurada, Como se ve,

esta formula ¢ bem mais complicada do que a férmula (1),
€ 8¢ reduz a esta quando (, = M2,

= ) (y2 - y1)cosw

> S
EXERCIcCIOS
1. Achar a distancia entre os pontos ( - 2,1) e
Resp. 10

2. Achar a distancia entre os pares de pontos:
a) (2,6) e (7, -6) Resp. 13
b) ( -1,2) e ( 2,3) Resp.y 10
gt 1.2 ) e (-3, -1) Resp. 5
d) (-76) e (2,3) Resp. 3VY10
2 (-4, -4)e (5,1) Resp. 3 Y10
£f) ( 5,4 ) e (- 7,1 ) Resp. 13

3. Achar os lados do trlangulo cujos vertices sao
Bl -1, - 2), e (2, - 3).

Resp. 2'Vr_x V10 Va6

4. Achar o perimetro do tr1angulo cujos vertices
BN - 4,3), (5,3) ¢ (11, - B).

Resp. 36
5. Um segmento tem por comprimento 2V 1 As co-
ordenadas de um extremo sao (3 ,6), e o outro tem por or-
denada 8. Achar a abscissa deste segundo extremo.

Resp. x = - 5o0u x = 11.

6. Mostrar que os pontos (7,3), (5,5) e (- 1, - 3)
820 0s vertices de um triangulo 1sosce1es.

7. Mostrar que os pontos (5,6), (1, - 2) e (- 3,0)
sao vertice de um trlangulo retangulo.

-1, - 1) e
8. Mostrar que os pontos (1,1), (
( -V y V3 ) gao o8 vértices de wm trmngulo equila-

.
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RAZAO DE SECCAO DE UM SEGMENTO

11. DIVISAO DE UM SEGMENTO NUMA RAZAO DADA.

mento P4 Po (fig. 15),
coordenadas de suas extremidades.

Sejam (x4, y41) as coordenadas de P4, (x5, y2)as de

e (x, y) as coordenadas procuradas do ponto P. Se P d¥

vide o segmento P4 P numa razao dada r, devemos ter:

ge)
o

-
1

P

"

o

2

Pelos pontos P, e P tiremos
as paralelas P1Q e PR ao eixo,
formando os dois trlangulos re
yangulos semelhantes P, QP e

Seja de.
terminada as coordenadas do ponto P, que divide o seg
numa razao dada r, em funcao da

PRPy (tem angulos dois a dois
iguais) .

Fig. 15

Portanto, sao proporcionais os lados correspondentes

€ podemos escrever, as proporgoes:

P Q PR PQ eP
- e =
PR PP.. P,R P,
Mas, P1Q = ﬁ:ﬁ = MO - ﬁ:ﬁ =X - x,
PR = M, = M0 - MO = x,-x
PQ = PM - QM = PN - PM, =y-y,

= P M, - B, = PM, -PM = y, -y

enfim, por hipotese:

o
v

3

x-x1 y-y1

xz-ft )'2")'
expelindo os denominadores, resulta:

1 r (x2 -x) e

W~ Yy = T { ¥ = %)

ou, ibrindo 08 parénteses: X - x1 = rxz -TrxX ey - y1 =

=y, -

Isolando x na primeira e y na segunda, vem:

X = 1

que sao as coordenadas procuradas.

Obs. Na dedugao que acabamos de fazer, partimos da
suposicao que o ponto P esteja no interior do segmento
dado.

Pode : acontecer porem, quo o ponto P esteja sobre
©0 prolongamento do segmento P , isto e, seja externo

i‘llth 1



DB
a ele (fig. 16).

Neste caso, a razaio

P1P

———

PP2

as formulas (II),tomam
a forma:

Fig.16

i~ ’
A razao r poge ser dada, como em geral sucede, em
forma de uma fracao ordinaria irredutivel, r,/r2 %
Substituindo nas expressdes (II), a razdo r por essa
fragao, e simplificando, vem:

r.x + r.x r + r.y
(IIb) 21 172 2Y 4 172

12. CASO PARTICULAR. PONTO MEIO DE UM SEGMENTO. Se

P ocupa o ponto meio do segmento P P, isto ¢,se PP =
= PP3 , a razao

P1P

r = = 1 e as formulas (II), se reduzem a:
PP2
X, + x Y, + ¥
1 2 1 2
(111) x = 3 ey = =

4_J____...............-...'I!.lllll.l..l.lllIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

- O

ue sao as coordenadas do ponto meio de um segmento, em
gungio das coordenadas de suas extremidades.

EXEMPLO I: Achar as coordenadas do ponto que divi-
de na razao 2:5 o segmento que une os pontos (- 4,5) e

(39 - 2).
Solugao: Se-
ja Pl (- 4,5) e
P2 (30 = 2) (fig' A
17). Tragando o
segmento P1 P,

determinar sobre
ele um ponto P,

tal que:
PP B r
2 1 _2
::IL = 5 ou e \\\ =4
P2 2 | x
|
Fazendo (
= -4 = it tacid P,
il s Fig .17
X, = 3y Yo ==2
rl = 2 r2 = 3

e substituindo estes valores nas formulas (IIb), temos:

BNS( -¢) 23 -20:0 __,
= 2 -+ S 7

S e 2( -3)  28-4 .
& F 2 + 8

= > =
que sao as coordenadas procuradas.

Obs. Deve-se notar que r, € o numero corresponden

te ao segmento PlP adjacente a P1 e r, correspondente a

— a8 44444_____;JEiin--::_______________————————————————————
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Obs. A ordem em que se tomam os pontos nio afeta o re -

sultado ; assim, se fizessemos P (3, - 1) e P, ( -1,2),

isto e, x. =3, y. = ~1, % = *e Yo = 2, teriamos a-
A 1 2 2

nalogamenée:

2 - ( 1) 2 3.

<l 3 & - 4 3

|
|
1
w ja

|

17. ANGULO DE DUAS RETAS: Duas retas que se cortam
formam dois pares de angulos respectivamente suplementa-
res. Sejam MP e NP duas retas que se encontram em P -
(fig. 21), formando um angulo (agudo) ¢ e sejam o, e as
as suas inclinagées. 0 angulo ao é‘um angulo extremo no
triangulo MNP e e, portanto, igual a soma dos angulos in
ternos nao adjacentes, donde:

a, = ¢+-a1 ou ? =a, - ay

que nos permite achar o an-
fulo formado por duas retas Yy
quando se conhecem as suas
inclinagoes. c

Este angulo pode ainda " ik 4

Ser expresso diretamente em
A o B [\

fungao dos declives das re- 2
tas dadas, lembrando a rela -— o

= m, tsa,
F-'g.Z|

RS m,t
¢ao trigonométrica: 8%

tga2 = tga1
1 + tgal tga2

tge = tg(az = al) =
Fazendo m, = tga1 em, = tga2 e substituindo na for
mula acima, temos:
. ;o PR,
tge =

1 + nzml

que & a expressao procurada.

Obs. O angulo ¥ sera agudo ou obtuso conforme seja posi

tiva ou negativa a expressao:

=88

..

1+ n1m2

Se visamos achar o Qngulo agudo entre duas retas,bas
ta tomar a expressao acima com sinal positivo, posto que
angulos suplementares ten@am tangentes numericamente i-
guais mas de sinais contrarios. Como as expressoes:

.2 - m1 m1 e mz

1+ n1-2 1 + m1m2

sao iguais e ‘de sinais contrarios, basta, para obter o
angulo agudo entre duas retas, dispor na formula os de -
clives m, em, de modo a torna-la positiva.

EXEMPLO I : Achar o angulo agudo formado pelas re-
tas cujos declives sao - 1/2 e 1/3 respectivamente.

a 1
Solucao: Fazendo m, = - % em, = 3

e substituin-
do na formula (V), acharemos: -

2 1 1 1
" - (-3) A b
tg y = = 1.
1.1 1 Ry
e .3 6
R ¢ = a5°

: . 1 I 2 -y
Se tivessemos feito m,= 3 em, = -5, obteria

® = 1359, isto e,teriamos o angulo

Obs.
mos tg 9=-1ce

~ obtuso formado pelas retas (suplemento do anterior).

~ II. Achar o angulo que a reta determinada pelos pon
tos A(9, - 1) e B(3,3), faz com a reta que passa por

Solucao: Dados dois pontos de cada reta, podemos a-
Ar o8 respectivos declives. Chamando m, o declive da
eira,temos segundo (IV):




