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Carituro I

PROGRESSOES ARITMETICAS

1. Defini¢des. — Di-se a denomina¢io de progressao
aritmética_a toda sucessio de nimeros na qual a diferenga
entre cada namero e o precedente ¢ Constante.

Os nameros que formam a progressao denominam-se_ter-

s e a diferenca constante entre cada termo e o precedente

- mo
 chama-se razdo da progressio.

3

.

Assim, dizemos que a sucessio
154 700185 0
é uma progressio aritmética de razdo igual a 3. R 4
Com efeito, temos
4—-1=38, 7—4=3, 10—-7=3,...
Analogamente, a sucessao
9,6 1, =8, —17,.°.

6 uma progressio- aritmética de razio igual a —4.
Indica-se que os nameros a, b, ¢, ...l... estio em pro-

gressio aritmética pela notagio
D0 ks s

e designa-se a razio pela letra r.

2. Progressio crescente ¢ progressio decrescente.
— A razao de uma progressio aritmética pode ser positiva ou
negativa. Quando é positiva, a progressio diz-se crescente;
no caso contrario, diz-se decrescente.

Exemplos: a progressio

:0,8.6.9.12... (r=3)



12 ALGACYR MUNHOZ MAEDER

¢ crescente, enquanto a progressio

:11.8.5.2.—1..

(r=—3)

é decrescente.

3. Progressido limitada e progressio ilimitada. — Di-
Zemos que a progressao

S I i R

el e . e it A . g

¢ limitada quando se compde de um nuamero finito de termos.
No caso contrario, a progressio diz-se ilimitada.

’

4. Expressiio do termo de ordem n. — Seja a pro-
gressao Fl S

Conforme a defini¢do, temos

b=a-+r,
c=b+r=a+r4r=a+2r,
d=c+r=a+42r4+r=a+3r,

Assim, o segundo termo (b) é igual ao primeiro mais
uma vez a razao, o terceiro termo (¢) é igual ao primeiro
mais duas vezes a razdo, o quarto termo (d) ¢ igual ao pri-
meiro mais trés vezes a razio, etc.

Dizemos, entido, que qualquer termo da progressio se
obtém somando ao primeiro tanlas vezes a razio quantos fo-
rem os termos que o precedem.

Designando por I o termo de ordem =, temos, pois,

l=a+@n—1)r. 1)

5. Cdlculo do primeiro termo. — Partindo da férmula
estabelecida no paragrafo, precedente, podemos deduzir fa-
cilmente as expressdes dos demais elementos da progressio
aritmética.

Assim é que, da expressdo

l=a+n—-1)r,

CURSO DE MATEMATICA — 2.0 LIVRO COLEGIAL 13

deduz-se imediatamente

a=l—n—1)r, (2)

expressio que fornece o valor de a quando siao dados I,
n e r.
6. Cdlculo da razdo. — Da expressio (1),
l=a+Mnm—1)r,
deduz-se 1) A

Dividindo ambos os membros pelo coeficiente de r, ob-
temos

£ -, (3)

7. Céleulo do ndmero de termos, — Voltemos, ainda,
a expressao (1)
l=a+(n—1)r.

Passando @ para o primeiro membro, temos i
(m-Dy = -4
M-y = u

ou, efectuando a operagio indicada no segundo membro, ¢
“/7\ 'y - q

= 28 4]

: VT‘ g

l—a=mn—-1)r,

l~a=nr—r.
. . | —
Passando r para o primeiro membro, vem
l—a+r=nr

Dividindo ambhos os membros pelo coeficiente de n, re-

sulta : R
n=—— X
T
ou
. n=t=% 41 4)

8. EXERCICIOS.
Lo Calewlar o 12 termo de wma progressio aritmética na qual o
primeiro termo é 2 e a razio 3. '
Sendo dados
a==2 r=38 e n=12,

ST 1
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obtemos, com auxilio da férmula (1), De acordo com a férmula fundamental (1), temos

l=a++(n—1)r,

=2 g — -5 4 &
: —}_1(=_1-235 Ly 3 ou, tirando, na segunda expressio, 0 valor de n,

c=a+2r o l=n-+2r

20 Caleular o mimero de termos da_progressio aritmética na qual o =a+2r o n=1l—2r.
primeiro termo é 10, o ltimo 60 e a razao 5. ' 4 .
Temos : 3 Somando, membro a membro essas igualdades, encon-

. -

a=10, r=>5 e 1=2560. a 4 tramos
: - E c+n=a+l. ;
Aplicando a férmula (4) 1
n= — 1, , Em geral, considerando dois termos, h © h(;, dq ogde;ls !
¥ ai j: antes s depois de &’
encontramos ] tais que haja m termos antes de h e m termo P 3 i
60 — 10 ~  teremos sempre
p=——— 1, ;. ‘ 5 !
5 4 . h=a+mr e W=l—mr, j
Aemlr . " o, consequentemente, i
8.0 Caleular a razio da progressio arilmélica na qual a soma do ] h+h'=a+l. i
terceiro termo com o sétimo é 30 e a soma do quarto com o nono é 36. i ‘
e : as=a-2r ‘ 3 10. Soma dos termos de uma progressio aritmética.
g == . ; =
a; =a -+ 6r _‘ — Seja a«progressao
a et ; 3 A AR m.p.l

ag ==a -} 8r.

Somando a primeira igualdade com a secgunda e depois a terceira Designando por S a soma dos termos, vem

com a quarta, vem ' K
ay -+ a; =2a -} 8r B - S=a+b+te...+m+p+1,
a‘+as=2a-'{—1lf. 3 2
danubstituindo asd somas indmdas nos primeiros membros peles valo: _ S=l+p+m...+c+b+a.
res 0 inverte i g - 3
SR s lgua; :: tomo(: _ 3 Somando ordenadamente as igualdades formadas, temos
r =3 -
2a - 11r = 36. ' b 98 = (a+1) +(b+p)+(c+m)+...+ (m+c)+
Subtraindo a primeira igualdade da segunda, ehcontramos ' : +(p+b)+ (14 a).
S 3 Notando que as expressdes contidas nos parénteses indi-
S ' ; cam a soma dos extremos da progressio ou a de termos

equidistantes dos extremos, e que essas expressoes sdo tantas

g 1 - IRl
9. Propriedade. Em toda progressdo aritmética limi quantos sio os termos da progressio, segue-se que

t.ada, a soma de dois termos equidistantes dos exiremos é . !
igual a soma dos extremos. B 2S = (a+1)m,
Consideremos a progressio A

- ,(_“_'*él)l’t_, (5)

¢ b.c.dl. h.ioS . omin.p ., 3 S
na qual os termos ¢ e m sdo equidistantes dos extremos. R
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16
ce o valor da soma dos termos de uma

expressio que forne
progressao aritmética quando sio dados a, l e n.
11. Observa¢dio. — O valor de S pode ser também ex-

presso em fun¢ido de a, n e r.
Com efeito, substituindo, na férmula (5), I por

at+mn—1)r,

obtemos
q_latat+m—1)r]xn
S= - =2
. 2a+(n—1)rlxn
S = ATSEICY TR
—
2an+nr (n—1) »
ok 2 ’ ((’)

férmula que fornece o valor de S em funcio de a, n e r.

12. EXERCICIOS.
progressio aritmélica na qual o

alcular a soma dos termos da
31 e o nimero deles 15.

1.0
primeiro é 3, o iltimo
Temos
a=8 [|=81 e n=15
Aplicando a férmula (5)
s (a--1)n
S = =
2
(3431) 15

encontramos

2.0 Estabelecer a expressio da soma dos n primeiros mimeros {m-

pares.
Temos

Aplicando a férmula (6)

obtemos
S= 5

3 T o

2.0 LIVRO COLEGIAL

CURSO DE MATEMATICA —
2n - 2n?

S = -

-~ 2n
’

S =n?,

a saber, a soma dos n primeiros nimeros impares é igual ao quadrado de n

13. Interpolaciio aritmética. — Dados dois ntmeros, a
e I, inserir entre eles m meios aritméticos significa formar
uma progressdo aritmética com m+2 termos na qual a e

I sejam o0s - extremos.
Assim é que, inserindo, por exemplo, entre os ntimeros

2 e 16,

6 meios aritméticos, se obtém a progressio
:2.4.6.8.10.12.14.16,

em que o namero de termos é
n=2+4+6=8.

Devemos notar que, para formar qualquer progressio me-
diante a inser¢io de meios aritméticos, basta determinar-lhe

a razao.
Consideremos, pois, os nimeros
l,

entre 0s quais se quer inserir m meios arilméticos.
Evidentemente, 0 ntimero de termos da progressio pro-

curada sera
n=m-+2

Y
Substituindo, pois, na férmula
l—a

&
=
n—1

2, obtemos

Lol )

l—a
m+2-—-1"

l (I.' 0

n por m-

Conhecida a razdo, forma-se directamente a progressio.

o
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6)( :(f'f
(»- = 1,728, i
b « 7 ¢! ‘ =16 4"1
2241 = 64, TR e

82+ 2 =248 3

2= +1 | 2% — 96,

8r+1_—8r—14 8r—2= 75

2% L 4% =72,
2e+1 - 4% = §0,
:’.‘)’“ A% <13 4
21-;—3,}__4z+1___9(;_ A Y /s
~,
82+38 19z +2 = 810, _A:‘g-.'
{ %7l 4%
log = log 20 — log 4. ) 2 + 2 :5d
- ,X ‘ll N
2 log 2 = log 86. A2 P2 -0z 0
81log z = log 64. F facly | s
e
log z = 2 log 12 — 3 log 6. . 2: .
b 4
202 — 512, el Th L
3%* — 81, '1,‘ JIY Z'Al \_‘11- &g
52x’i"3x5z——40=n0_ \4'2”\’5 ;L.’y»"

R.

R.
R.

R.
R.

B
f
@

8 =
I

] |8 B 8 ] ]
g 1o e B | f
SR

i

|8 8
[
e o™

<2

Nyt
7)4

3 = §/0 L

e 3 I1xt g

W37y "= $7

“)x' o 3 I e

B+ ) 3 ~fre =t ;‘_z*‘ \

3 . 757 \
3 = S

e

O 240 ~12/8€7
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NOCOES SOBRE ANALISE COMBINATORIA

X 79. Preliminares. — Com os objectos de uma colecgio
b podem ser formados agrupamentos de diversos tipos, os quais
= se distinguem pelo critério adoptado na sua constituigio.

. Os objectos que formam um agrupamento denominam-se
b elementos do agrupamento. — Assim, os agrupamentos

A abe, acb, cba,.
- 830 constituidos pelos elementos a, b e ec.

O ntGmero de elementos de um agrupamento indica a
L8Sua ordem ou classe. — Assim, o agrupamento

abed
_de quarta ordem.

Os agrupamentos de segunda, terceira e quarta ordem de-
ominam-se, réspectivamente, bindrios, terndrios e quater-
ndrios.

; Quanto ao modo de formagio, distinguem-se os seguin-
es: arranjos, permutagies e combinagies.

-

80. Arranjos simples. — Arranjos de m elementos, to-
mados n a n, sio os agrupamentos que se podem formar com
08 elemenfos dados, de modo que cada um difira do oufro

2 pela ordem ou pela qualidade dos seus elementos.
A nsideremos alguns exemplos. I

: Com as trés primeiras letras do alfabeto, tomadas duas
‘& duas, podem formar-se os seguintes arranjos:

ab, ba, ca
ac, be; ‘¢b.

Tomando, trés a trés, as quatro primeiras letras, os
anjos que se podem obter sio
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abe, bae, cab, dab,
abd, bad, cad, dac,
acb, bea, cba, dba,
acd, ~bed, cbd, dbe,
adb, bda, cda, ‘dca,
ade, bde, cdb, dcb.

Para representar o namero de arranjos que se podem
formar com m elementos, tomados n a n, usa-se 0 simbolo

A
em que m indica o namero de elementos dados, e n 0

grau de cada grupo.
E' de notar que m ¢ n» sio nameros inteiros, e que

n<m.

81. Célculo do ntmero de arranjos. — Procuremos
caleular o namero de arranjos possiveis entre as m primei-
ras letras do alfabeto,

B LY G O veie o v l,

tomadas, uma a uma, duas a duas, irés a trés,...n a n.

Evidentemente, se tomarmos, um a um, O0S elementos
dados, o namero total dos arranjos que se podem formar é
igual ao namero desses elementos.

Forma-se, assim, o primeiro quadro de arranjos,

P, B0 I N R l

e temos
AL =m.

Depois, colocando, a direita de cada arranjo do quadro
anterior, cada um dos m—1 elementos restantes, obtemos
os arranjos, dois a dois, dos m elementos dados, a saber,

aB, ba, ea, da, ...la,
ac, be, cb, db, ...lb,
ad, bd, cd, de, ...l

b s s sdeansaseres ces e

& u oo a .

~

CURSO DE MATEMATICA — 2.0 LIVRO COLEGIAL 1

Se notarmos que cada elemento dado fornece, no caso
resente, m —1 arranjos, € que sio em nimero de m esses
elementos, segue-se que 0 NUmMero total de arranjos binérios,

assim formados, é de

m (m—1).

”

Consequentemente:

A%2 =m(m—1). -*.:; = SX4¥=20

m

Consideremos, agora, os arranjos dos m elementos, to-

mados trés a trés. ‘
Para forma-los, devemos colocar, em seguida a cada ar-

‘ranjo binario considerado no quadro anterior, cada um dos
m — 2 elementos restantes.
Obtemos, destarte, os arranjos ternéarios

abe, acb, adb, ...bac, bea, bda,...

.". 4

abd, acd, ade, ... bad, bed, bde,...

abe, ace, ade, ... bae, bce, bde,...
: abl, adl, adl, ...bal, becl, bdl, ...
Notand(;\_(.fuo cada :iffamjo origina m — 2 novos arranjos,

. segue-se que 0s m (m—1) arranjos considerados no quadro
* anterior, produzem
' m (m—1) (m—2)
arranjos terndrios. — Portanto:
A% =m (m—1) (m—2).

Analogamente, chegariamos a que
AL =m (m—1) (m—2)(m—3),

- @ assim por diante.

Examinando os resultados obtidos, concluimos que, em
" cada caso, o numero de arranjos ¢ dado por um produto de
. tantos factores quantos sio os elementos de cada agrupamento
® & que esses factores decrescem consecutivamente, sendo 0
primeiro igual ao namero de elementos dados.

" De modo geral, temos
Ar=m(m—1)(m—2)...[m—(n— 1)),

y e

T

o i
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expressdo que também poriO ser posta sob a forma
A" =m(m—1)(m—2)...(m—n+1). (1)

A férmula supra permite-nos obter o nimero de arranjos
simples de m elementos, tomados n a .
™

82. EXERCICIOS.

10 Caleular o mimero de arranjos que se podem formar em 10 ob-

jectos, tomados 5 a 5.

Sio dados

Aplicando a férmula
A" =m(m—1)(m—2)...(m—n+1)
encontramos
AB, =10 (10 — 1) (10 — 2) (10 — 8) (10— 4),
A%, =10X9X8X7X6,
A, = 380240,

9.0 Formar todos os arranjos terndrios que se podem obter com as
cinco primeiras letras do aifabelo.

Solugdo:
abe, abd, abe, ach, acd, ace,
adb, ade, ade, aeb, aed, aec,
bac, bad, bae, bea, bed, bee,
bda, bde, bde, bea, bec, bed,
cab, cad, cae, cba, cbd, cbe,
cda, cdb, cde, cea, ceb, ced,
dab, dae, d:xe, (Ibr‘l, dbe, dbe.
dea, dcb, dce, dea, deb, dec,
eab, eac, ead, eba, _ebe, ebd,
eca, ecb, ecd, eda, edb, ede.
30 O nimero tolal de arranjos bindrios de n objectos é 72; cal-
cular. n.
Temos
A;’, =n(n—1),
ou, substituindo,
nn—1)="72,

n—n—T72=0.

CURSO DE MATEMATICA — 2.2 LIVRO COLEGIAL

Resolvendo essa equagdo, vem

14V T 5288
. et i
141289
o = T
1417

2

<

n==

Notando que sdmente a raiz positiva convém ao problema, temos

n=9.

83. Permutacdes simples. — Permutacies de m ele-
mentos sio os agrupamentos que com eles se podem formar
de_modo que cada um_contenha todos os_elementos dados
e se diferencie _de outro pela ordem dos seus elemenfos.

Consideremos alguns exemplos.

As permutagdes que se podem formar com as letras a
e b sio as seguintes: \

ab e ba.

As permutacdes que se podem formar com as letras a,
b o ¢ sio as seguintes:

abe, bae, cab,
acb, bea, cba.

As permuta¢des que se podem formar com as letras a,
b, ¢ © d sio as seguintes:
abed, bacd,, cabd, dabe,
abde, bade, cadb, dacb,
acbd, bead, cbad, dbac,
acdb, beda, cbda, dbca,
adbe, bdae, cdab, dcab,
adeb, bdca, cdba, dcba.

Para formar esses quadros colocamos, sucessivamente, ao
lado de cada objecto dado, cada uma das permutagdes que s

" podem formar com os objectos restantes.

Ademais, notemos que, de acordo com a defini¢do, as
permutacdes de m elementos sio 0S arranjos dos m elemen-

* tos, tomados m a m.
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0O namero de permutagdes que se podem formar com m
elementos representa-se simbolicamente por

Pu.

'84. Cdlculo do nimero de permuta¢des. — Para obter
0 nimero de' permutagdes possiveis com m elementos, basta
calcular o namero de arranjos simples desses m elementos,
tomados m a m.

Voltemos, pois, & férmula (1)
At=m(m—1)(m—2)...(m—n+1).

Tendo em vista que

n=m,
segue-se que

Ppo=m(m—1)(m—2)...(m—m+1),
Pu=m(m—1)(m—2)...X1,

ou, ainda, notando que os factores do segundo membro da
expressio supra sdio nimeros inteiros consecutivos decres-
centes,

Po=m(m—1)(m—2)...x3x2x1.
Finalmente, invertendo a ordem dos factores, encontramos
Pun=1X2X3X4...XMm. (2)

I"ara indicar o produto dos m primeiros numeros con-
secutivos, empregam-se os simbolos

lm ou ml!,

o segundo dos quais foi proposto por Kramp.
Ao produto

m!
dé-se a denominagdo de factorial de m.

Adoptando o simbolo de Kramp, a formula (2) pode
escrita do modo seguinte:

Pu=m! (8)

CURSO DE MATEMATICA — 2.0 LIVRO COLEGIAL

8. EXERCICIOS.
10 De quantos modos pode ser representado o produto ABC?

Evidentemente, o produto dado pode ser representado de tantos mno-
dos distintos quantas sio as permutagdes possiveis das letras A, B e C.

Aplicando, pois, a formula (2), encontramos
P, =1X2X38,
Py =6.

90 Caleuwlar o nimero de permulagies simples que se podem formar
com cinco objectos distinios.
Aplicando a férmula (2), obtemos

Py =1X2X3X4X5,
P, = 120.

86. Combinac¢des simples, — Combinagdes de m _ele-

mentos, tomados n a m, sdo 0S diversos agrupamentos que

gse podem formar com 0S elementos dados, tomando n de
cada vez, ¢ de modo que um se distinga de outro por conter
um ou mais elementos diferentes.

Os objectos a serem combinados podem agrupar-se um
a um, dois a dois, trés a trés,...n a n.

Consideremos alguns exemplos.

Com as trés primeiras letras do alfabeto podem ser for-

" madas as combinagdes binérias

ab, ac, be.

Combinando, duas a duas, as letras, a, b, ¢ e d, oble-

" mos as combinagdes

ab, be, cd,
ac, bd,
ad.

k. Por oulro lado, as combinagdes. terndrias possiveis das
fginco primeiras letras sdo

abe. bed, cde,

abd, bee,

abe, bde,

acd,

ace,

ade.

- P 4'_"“"”"""m L e SR
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Achar o quarlo termo dos desenvolvimentos
Saths
8. de (a4 b)) R. 385atd3,
2538
9. de (3a— 2b)5. R. 720a%b°.
. de (3z-}2a)s. R. 108 864a°z°.

CapiruLo VIII

Procurar o gquinto termo dos desenvolvimentos

R 40624 TEORIA DOS DETERMINANTES
11, de (14 8z)s. » ? 3
R. 560a%bt.
12. de (a—2b). £ Sy 106. Permuta¢dio fundamental. — Dados n elementos
18. de (2z— 3y)°. : ' ;

distintos *

S N e
Calcular o termo médio dos desenvolvimentos

. de (x4 a)s.
55
15. de (z-a)lo. R. 252a%5.
400a2.

16. de (b — 4a)t. R. 2400a

8o estabelecermos certa ordem na sua sucessio, a ordem al-
fabética por exemplo, a permutacio
X 1.

abe...l,

olhida entre as que se podem formar com esses elementos,

récebe a denominacio de permutagio fundamental, principal
i directa.

. Quando os elementos dados sio representados por le-
8, adopta-se como fundamental a permuta¢io em que as

é ., D\ R, e Se el !',?"A.;F;l’_‘_. itras se sucedem na ordem alfabética, e quando o sio por

18 (5 2) T 27 ' "6 6 16 Ha mesma letra afectada de indices, toma-se para funda-

Efectuar os desenvolvimentos seguintes:

P 4 as a? =490 1
7 (2+-1) N TR PR AT
h ('z’i‘ 3’)‘ R 67 6. 87508l

at ental aquela em que os indices se sucedem na ordem na-
b & 19. (Zt -+ %)d R. 162! 4- 16a2® - 6a%z® +- @’z + T fal. — Exemplo:
% a,Gxay . . . Gy,

2. (x4 }3)s. R. a4 428 ) 8- 1822 + 122 }"51-;- 9.

L3

~ 107. Inversdes de uma permuta¢do. — Em qualquer
ermutacio de n elementos, dizemos que dois deles formam
versao quando estio em ordem contriria i que apresentam

@ permutacio fundamental, Brometatucd:
“ W Assim, a permutagio ofe .
ach

Presenta uma inversio: cb; na permutag¢io
1 . cab

@ duas inversdes: ca o cb.

X

¢ Para se obter o0 nimero do inversdes de uma permutacio,
& Comparar cada elemento com todos os que 0 seguem
#1acd0 & ordem na permutagio fundamental.
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108. Classe de uma permuta¢dio. — Diz-se que uma
permutagio é de classe par ou de classe impar, conforme
seja par ou impar o namero de suas inversdes.

Assim, dizemos que a permutagdo

dach
é de classe par, por isso que apresenfa quatro inversdes:
da, dc, db e cb.

109. Teorema. — Quando se lrocam dois elementos de
uma permutacdo, esta muda de classe.

I. Admitindo, primeiramente, que os elementos sejam

consecutivos, consideremos a ‘peJ'mutzkcﬁo
barh. Famd 0. bed @ ... £
a...cbde...l - tmpr(1)

de m elementos dados.
Trocando os elementos b e d, formemos a permutagdo

a...cdbe...l. --p™ (2)

Como os elementos que precedem b e os que sucedem
d permanecem fixos, ¢ bem de ver que todas as inversoes
que cada um desses elementos pode formar com os m—2
elementos restantes nio se alteram.

Assim, sas permutacdes (1) e (2) diferem apenas pela
posi¢io relativa dos elementos b e d.

Se esses elementos formarem inversio em (1), na pas-
sagem da permuta¢io (1) para a permutagdo(2), o namero
total de inversdes diminuiri de uma unidade; se nao for-
marem, aumentard de unidade.

Em qualquer caso, pertanto, a permuta¢io primitiva muda
de classe.

II. Consideremos, agora, a permutagio '

Porm. B o... e de -.- &L
Gg...ch...ed...l (1) Pa~.
de m elementos e sejam ¢ e d dois elementos nido con-
secutivos, entre os quais existem p outros.

Para mudar a posi¢io relativa dos elementos ¢ e d,
podemos fazer ¢ avancar sucessivamente p posi¢oes e d re-
troceder p+1 posi¢des.

Forma-se, assim, a permutagao

a'. S ab el s, fl (2
2 (2
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Na passagem de (1) para (2), efectuaram-se, portanto,
P+p+1=2p+1

permutacdes de dois elementos consecutivos.
& E, como o nimero 2p4-1 6
demonstragio anterior, que

impar, segue-se, conforme a
a permuta¢do (1) mudou de classe.

3 l(t). Co.rola’u'lo. — ds permutagées de classe par de m
ele 08 sa0 em mumero igual as de classe impar.

De a~cordo com o feorema precedente, se, em todas as
: rmutagoes de m elementos, invertemos dois ’e]ementos re-
f ados, cada permutacio de classe par se fransforma pe

permutacio de classe impar, e vice-versa. yis
| Assim, nas m permutac¢des considerad
qua tas fmpares, e o ntimero de um

as hd tantas pares
as como o de outras é

m!

2

: 111. tMa'tnzos. — Di-se a denominagio de matriz ao qua-
,_corilg lt}xldo pelo conjunto de m.n elementos, dispostos
m linhas horizontais e n linhas verticais.

! Designando os element
b afectada de dois indic

;_l

0s considerados por uma mesma
es, represenla-se a matfiz do modo

1 2 8

| a1 a7 ay...a} |
1 2 g I
a a3 ay...a} |
i IR Tkt g
I

al 2 3 n

"m alll am -a

€ o indice inferior indica i

pertence o elemento e o superi es iva lin
» DETIor a I ;
: - : A iperior a respectiva linha yer-

s Fode-se adoptar também

BT

a representacdo seguinte:

*

b }‘ i Qi Q3 ...04
| Q1 Gss @y ... Gzn
| Gm1 Qma  Qug. ..QGuy
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‘fermo principal, fixados os inferiores, e afectando-se os pro-
tdutos do sinal + ou —, conforme a permutacdo dos indices
superiores seja de classe par ou de classo fmpar em relagio
"4 permutacio fundamental (n. 110).

onde o primeiro indice indica a ordem da fila e o segundo
a da coluna do elemento considerado.

Dessas nota¢des, usaremos apenas a primeira.

. 2. Matriz quadrada. — A matriz pode ser rectangular . Geralmente, representa-se o determinante de uma matriz
ou q};;dmd: co‘n?orme seja m>n ou m=n. Na matriz qua- pela propria matriz. — Exemplo:

( i - n é a
drada, o namero de elementos é 2, dizendo-se que :

@b ‘et ial.;ia®
g | @y 1 10y
ordem da matriz. . By 2 3 aél

A matriz quadrada é, pois, um quadro do tipo | @2 63 Gy...a3 |
1 Edy 2oy i dy . ua® :

| |

i R e g
% | 8, 4, a,...a,
3 Além dessa representacido, devida a Jacobi, usam-se,
; “ainda, entre outros, os simbolos . '/¢

Na matriz quadrada, os elementos

Q 8 ”n 2(ia} ag...a,’:) ¢ = Cf’lu.»hc\
al, a3, agy shaag;

cada um dos quais tem os fndices iguais, chamam-se ele-

mentos rinci'pais,AE o seu conjunto constitui a diagonal prin-
cipal da matriz.

Por outro lado, os elementos

114. Observa¢des. — I. O“determinante de uma matriz
guadrada também pode ser obtido fixando-se os indices su-
"ores e permutando-se de todos os modos possiveis os in-
dices inferiores do termo principal.

2 8 n
a"lu an—l: ay, .2 "'a1:

"II. O determinante de ordem 7 tem n! termos.

nos quais a soma dos indices é n-1, formam a diagona

secundaria da matriz. ; i
" Ao produto dos elementos da diagonal principal,

III. O namero de termos positivos do determinante é
a0 de termos negativos.

1 "

e IV. Cada termo do determinante contém um, e sdmente
a, aé Gg...qy,

elemento de cada linha ou coluna da matriz.

Por brevidade, deixamos de justificar a primeira obser-

8630. Quanto as demais, decorrem imediatamente da defi-
40 adoptada no paragrafo 113.

di-se a denominacio de fermo principal,  ao produto dos
elementos da diagonal secundaria,

"

2 8
G, Gn_1 Gy_3..-0Gf,

115, Determinante de segunda ordem. — Consideremos
a de termo secunddrio. determinanto '

i - terminanie de uma
13. Determinantes. — Chama-se de !
matrilz quadrada a soma algébrica dos Rro@utos que se ob't‘.eél(;
efectuando todas as permutagdes dos indices superiores

C e

a |t o)
| &} af|

1a:[| L4 (7",6=‘1, 2:'--) ”) Ao A V/J(': // d/»vy
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no qual o termo principal, como vimos, ¢é

ashiag:

Conservando os indices inferiores e permutando os su-
periores, formam-se 0s produtos

al

2 R,
! a3 e aj a,.

Notando que o primeiro produto é positivo e o segundo
negativo, temos, conforme a defini¢do

CURSO DE MATEMATICA — 2.0 LIVRO COLEGIAL

To*mqm-se com o respectivo sinal os produlos dos ele-
entos sgtuados na diagonal principal e nas linhas paralelas
“essa diagonal, e com o sinal trocado os produtos dos ele-

TR B e § " mentos da diagonal secunddria e dos situados em linhas pa-
ey A e

118. EXERCICIO.

Calcular o determinante

Assim, o determinante de segunda ordem é igual ao
termo principal menos o termo secundario.
Consideremos um exemplo numérico.

6 A= |
4 |

116. Determinante de terceira ordem. — Considere- Aplicando a regra de Sarrus, vem

mos o determinante

: ;;'_ 1 B S . S T
at af L X/
g S0 v d B N8

ey ; 3 A 2
e " AKX
ot 3 B B Bl
‘ oY de onde resulta
cujo termo principal &

A=2%x2X2-}+5X4X5+48X3X8—5X2X3—

—3X4X2—2X%X38X5b.

Ay

3
as.

o

Permutando de todos os modos possiveis os indices su-
periores e tendo em vista os sinais dos produtos+formados,

segue-se, conforme a defini¢do, que 2 o
s I o 2 3 , Asehl,

Spa o PSS, B 34148 n3alab 2,841 _ adalal
A=a azay axazaa-}—alazu3 alaza;;+ala,_,a3 a;a;a;.

Efoctq.a.ndo as operagdes indicadas, encontramos

/
P\
7’

2 Muvivndio

%

117. Regra de Sarrus. — Na pritica, o desenvolvimento
do determinante de terceira ordem pode ser feito mediante a
regra que damos a seguir, devida a Sarrus.

1 direita da terceira coluna, repelem-se as duas primeiras
na ordem em que se acham no determinante.
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Calcular <.> determinante

RSP T R VY
{°8 21 st ; %
2 —1 8 b5 |
1 P, e G|
Calcular o determinante de Vandermonde
E U I N
Boi 8 d: o &
2% 9 16 4
125 27 64 8
Calcular o determinante
5 —3 2 —4| Meand)-32-y
R ey 51:(_;“_’")2..‘,
2 —4 5 —3

i et e con i e X8
| —4 9 (-“g_‘,,).s,sz

. Calcular o produto 20 -3 2 v b
5 8 | 1.8 ik ¥ e =G S
% x E | 0 ~y ,-s R.
4 3 | e | DL VA
. Calcular o produto
T TS Bk 5.9
I ar b e R
o a) % Pk

. Justificar a igualdade

1 a b [ a,—a bl—b 1
1 ay bl o I ay—a bx_b
1 ag- by |

Justificar a igualdade

T e
|2 y 5 | =—@—0)@—n0—2.
2y 8

136.

— 12,

14,

E CapituLo IX
o

LICACAO DOS DETERMINANTES AOS SISTEMAS
& DE EQUACOES LINEARES

B

‘ 139. Preliminares. — Chama-se equagdo linear toda
gquacio da forma

G+ T3+ ..+ GuZy =D,

@ qual 2, 2, ...z, sio incognitas, a,, as,...a, e b nime-
ps dados.

* Quando b=0, a equacio linéar diz-se homogénea. —
':r_'.a plo:
E. 02+ 022+ . . .+ @yzs =0.

* Os valores das incognitas que transformam uma equacio
gear em identidade constituem a sua solucdo (1.

= Ao conjunto de equagdes lineares da forma
%

¥ QT+ AT+ ... Q=D

¥ . . . -~
86 a denominacio de sistema de equacoes.

o Apresentam particular interesse ao nosso estudo os sis-
Nas nos quais o namero de equagdes é igual ao numero de
gnitas.

~ Os valores das incognitas que transformam simulldnea-
e as equagdes do sistema em identidades constituem a
kgao do sistema.

EDizemos que um sistema de equagoes € possivel, quando
lite solugdo; no caso contrario, o sistema diz-se im-

stvel.

»

Um sistema possivel & determinado quando tfem uma
solucdo, e indeterminado quando tem mais de uma.
(Dois sistemas de equagdes dizem-se equivalentes quando

item a mesma solugio.

Vide Curso de Matemitica, 1. ciclo, 4% série, cap. 1L
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140. Sistemas de n equa¢des com 7 incégnitas. — Seja
o sistema

alm+ai Tt ... +ajT=b,

| aizi+adast...+ajaa="bs

a}axl+a3w2+-"+a:m”=bn.

Os sistemas desse tipo podem ser resolvidos, no dominio
da Algebra elementar, pelos conhecidos processos de elimina-
¢do. Entretanto, quando »>3, a aplicagdo de tais processos
exige longo desenvolvimento de cilculo, tornando-se, por isso
mesmo, muito trabalhosa.

Procurando resolver de modo mais simples o problema
da eliminacio das incégnitas nos sistemas de equagdes li-
neares, Leibniz iniciou pesquisas que deram origem a tfeoria
dos determinantes, da qual nos ocupamos no capitulo anterior.

Depois de Leibniz, outros matematicos, entre os quais
so contam Cramer, Bezout, Laplace e Vandermonde, orien-
taram seus trabalhos nesse campo fértil, dando tao grande
desenvolvimento & teoria dos determinantes que lhe permitiu
se constituir actualmente em notavel algoritmo de ampla apli-
cac¢io na Andlise e na Geometria.

141. Regra de Cramer. — Consideremos o sistema de
n equagdes lineares com 7 incognitas:

a4 ataat ..+ Gjan=by
déxx'i‘ang‘*‘-'"}—a:;x”:bz

1)

' 2
012, + a2+ ... + a1 = b

Designando por A o determinante dos coeficientes das
incognitas, vem
1 2
al ai...a}
a3 ...a3

n n

1 2
| @, a,...a}
Ademais, representando por
AT, A;, ...A:,

*lA
l.

BB AT +0] AT +...+a2A) 2=, A[+ b, A +... + b,

’_-l?odemos, desse modo,

CURSO DE MATEMATICA 2.0 LIVRO COLEGIAL 1256

' A ;}'
)8 ?omplementos algébricos 603 elementos da coluna r, mul-
3 3 . . o r §
pliquemos a primeira equagio por Aj, a segunda por Aj
3o3la

tima por A}.

Somando, depois, as n equagdes assim obtidas, vem

» 1 r r 2 2
itaAsi+...+a,A)) 2+ (o] Aj+62A5+... +a? A)) 2+

+...+(afAT+ a3 As+...+al Az, ...
A%,

f;axdgegggd% primeirfq r_nent;l;ro dessa equacio é o deter-
; os coeficientes de 2z e bem assi

\ S © ) d ssim que os
cientes das demais incognitas sio nulos, podemos esqcrevcr

Axr=b1A{+bgA§+...+bgfx;- (2)

”Por outro lado, o segundo memb
- ) s ro des a
L envolvimento pela coluna n do detenninarﬁe R

|
|

6 50 obtém do determinante A, substituindo os coeficientes

nita @ pelos termos independentes que figuram nas

Axr=Ar, (T=l, 2,...12).

formar o sistema

Az, =4,

Az, = A,

3)
Az, = A,

ente ao sistema (1), uma vez que toda solucdo de um

ma de equagdes lineares sati
i )es lmeares satisfaz qualquer equagi -
.e combinacdo linear das equacges qug a;;q?:o;g.

»,, Matemdtica — 2. livro colegial
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Admitindo A0, deduzimos das equagdes do sistema | Obtemos, dese modo, os valores seguites:
intes valores: 3
(3) os seguintes va z—AL=§5—7=7
A 51
4, _ 204
G v BT T
= A _ 153
-------- ‘ A 51 —3.
143. Determinante principal. — Consideremos um sis-

solugdo que satisfaz também as equacdes do sistema (1).

ema de » equagdes lineares com m incégnitas:

2 e - 1 2 m 2%
Tendo em vista esse resultado, podemos enunciar a re- 3 a, 7, +a; Zst...+ a6l xm=b,
gra seguinte, devida a Cramer: ; : aéx,—f—aga:,%—.._!-a;' B abed
Um sistema de n equagies Iineargs com n zzzcégmtas, MR O
cujo determinante dos coeficientes das mcégmtqs ?aa.é nulo, 3
tem uma vnica solu¢do, sendo o valor de cada incégnita dadp S RETRTERE b TR
por wma frac¢io que tem para denominador esse determi- : alx, +aa, ... 4 a" Zu=b,
nante e para nwmerador o determinante que do mesmo se de- - i .
riva, substituindo os coeficientes da incégnita considerada pe- . Tomando os coeficientes das incégnitas, obtém-se a ma-
los termos independentes que figuram nas equagoes correspon- i rectangular ;
dentes. ' ” al a?. .ay “‘
149. EXERCICIO. ’ e, a}...ap “ @A)
2z - by + 8z = 43 ] | ............ fl
Resolver o sistema 3z + 2y 4 42 =41 [l a}' af ceealk ”
5z - 8y - 22 = 53. s ; {
O determinante dos coeficientes das incognitas & | mominada rmatriz incompleta do sistema.
Vo - Por outro lado, acrescentando a essa matriz a coluna
B b8 e fhada pelos termos conhecidos, obtemos a matriz com-

5 8 2 247 dO Sistema:

Desenvolvendo-o pela regra de Sarrus, encontramos

laf af...a» b, |

1 . :
A =51, ;. Gy a3...ar b .l (®)
Formando os demais determinantes de acordo com a regra, vem : | al e 'a-g- . a.,. . b . ;‘
48 5 3 2 48 3 J | I O G...a2 by |
T g : ; l O e g z; ; e ‘Dada a matriz incompleta (A) do sistema, se_tomarmos

8l modo qualquer » linhas e
+Ju€ nio supere m o n,

I - 168, & Ou um deferminante, deno

Hatriz considerada.

colunas, sendo P um ni-
Ormamos  uma matriz a-
minado menor de ordem p
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A ordemsméaxima do defterminante ou determinantes di-

] : { matriz incompleta do si i
forentes de zero que se podem extrair da matriz A chama-se ' P SiSlema; gord, coUNEVInon,

caracteristica dessa matriz. 3 Wb E |
Assim, a matriz A tem caracteristica p quando dela se : | 1 e 11
pode extrair um menor diferente de zero de ordem p e o0s k. (A)
menores de ordem superior a p sio nulos. ; —3 10 H :
| 5

Qualquer determinante diferente de zero de ordem mi- :
xima extraido de uma matriz reetangular chama-se determi- -
nante principal da matriz ou do sistema.

Admitindo que seja p a ordem do determinante principal

do sistema

. Da matriz (A) poderemos deduzir quatro deferminantes
g terceira ordem, dos quais sio, evidentemente, nulos os dois
jé contém as duas Gltimas filas, de vez que estas sdo cons-
tuidas de elementos correspondentes proporcionais (n.c 123).

ez, +axst...+arxn=>0 B $
1%t ) 2t 3 - Dentre os determinantes de terceira ordem que se dedu-
a,‘_,x,+a,sz+...+a;”;7',,.=b: em da matriz (A), consideremos, apenas, o seguinte:
............... jg et ) 5 |
....................... cee e ‘;‘» R 1 2 ’_3 ]
a\z,+atxt...+a)zn="Dba - ’ 4 —6 10 i

podemos sempre dispor as equagdes e as incognitas que nele '?.. com as trés primeiras filas da matriz (A).

figuram de modo que os elementos do determinante prmcnpql B envolvendo-o. vem

sejam os coeficientes das p primeiras incognitas nas p pri- ¢ & “

meiras equagdes. _ . &= L0

Designando por D o determinante principal do sistema A A=2|1 2 —8|=2x0=0.
considerado, temos, entdo, e 9 38 5

- Como esse determinante também é nulo, segue-se que o
rminante principal do sistema seri um determinante da

Dl nda ordem nido nulo deduzido da matriz.
AT : Dentre esses determinantes de segunda ordem, temos
| aj ap...6) g g
As incognitas cujos coeficientes formam o determinante 2 onix Mo 1 2 , ek

principal denominam-se incégnitas principais © as equagdes
que contém esses coeficientes, equacoes principais.
Consideremos um exemplo. — Seja o sistema
2x —8y+ bz=2 B as equagdes principais sio
4”23’_ §z=i 3 2 — By + bz =2
0 0ysiel0s o= b 2+ 2y — 8z =8.
2w+ 3y+ b2=12, ;

‘.'S_endo_ A"#(), segue-se que A” é um determinante prin-
al do sistema proposto.
. Ademais, como p=2, as incégnitas principais sio z e

(144, Determinantes caracterfsticos. — Consideremos o
no qual n=4 e m=3. ema linear
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aix,+a3w:+...+ a7 Ta=b,
a;x1+a§mn+.-.+a§'$-=bz

B T .

i, +al T +...+ a0 Tm=Dba.

de » equagdes com m incognitas.
Formando a matriz incompleta, temos

n a; ai...a7 |
| 63 @3...a3 |
I |
| cecianenanen. \3
| Al 2 m |

an an 'a” ”

Admitamos que o determinante principal do sistema seja
1 2
a, aj...af

2

ol a3...a} :

em que p=m, n.

Se colocarmos abaixo da ultima fila desse determinante
os elementos correspondentes de uma das filas da matriz que
nele nio figuram, e bem assim, & direita da altima coluna,
os termos conhecidos das equag¢des principais e o da equa-
¢ao correspondente a fila acrescida, formaremos um deter-
minante de ordem p-+1, denominado determinante caracte-
ristico, relativo & equagido considerada.

Designando por A; o determinante caracteristico relativo
a equacido de ordem s, sendo s>p, temos, conforme a de-
finicdo,

| &} @Y ..ial =Dy } b,
| @3 a3...af b, | b,
Agmne | i S R T | - D cee
{ 1 2 r
G, a,...a> by | AR o
1 2 1 2
| @} a}...a? b, ' a! al...a? b,
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Se fizermos
§=p+1, p+2...m,

bteremos todos os determinantes caracteristicos relativos as
qu agdes que seguem i de ordem P.

& 145. .’I‘eox_'ema de Rouché. — Para que wm sistema de
1 equagies lzpe_ares com n incégnitas admita solucio é ne-
288ario e suficiente que os seus determinantes caracteristi-
08 sejam todos nulos.

& Ifreenchida essa condi¢cdo, se a o;dém do determinante
ccpal for igual ao niimero de incognitas, o sistema lerd
ima_ unica solucao; se for menor, o sistema serd indeter-

(o,

- Voltemos ao sistema de m equacdes lineares com n in-
;,.. representando por E,, E,,...E, os primeiros mem-
ros das equagdes que o constituem:

1 2
6,2, +a 2s+...+ a2 — b, =E,

1
0 +a %+ ...+ alwy— by =E,

®e0srsecccssessssnsse CE fee e

@21+ @23+ ...+ 0 — by =E.

- O sistema toma, entdio, a forma

b

3 l E1.=0.

& s .
3 Admitindo que o determinante principal do sistema seja

B 1 ]
‘, a,...a7 a¥
1 2
D a, a...a}
1 2 P
a, a, -ap

e

:deremos 0 determinante de ordem p+1:
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20. Quantos graus tem o angulo do fuso correspondente & cunha esférica
cujo volume é ignal aos 2/5 do volume da esfera? R. 1440,
21. Um segmento esférico de uma base tem 12cm de altura. Calcular o
volume desse segmento, tendo-se em conta que o raio da base mede
8 cm. R. 2110,080 cm3,
22. Calcular o volume do segmento esférico de 30cm de altura, sendo -
15cm e 12cm os raios das bases. R. 31509,90 cm?, CapiTuLo XIV
23. Um segmenio esférico de uma base tem 414.480dm® de volume ¢
6dm de altura. Calcular o raio da base desse segmento. R. 5,65 dm, : VECTORES
24. Calcular o volume do solido gerado pela revolu¢io completa do triin- _-‘
gulo equilitero de 2dm de lado em torno da paralela a um dos lad L 258. Nocd s s
tragada pelo vértice oposto. R. 12,56 dms, qualquet'ogsctgrglg;?gms' — Recordemos que, associan-
i 140 e g ot
25. Calcular o volume do sélido gerado pela revolugdo completa do semi ‘mével que nela se AT uI(T)l (Ilﬁede\m ser percorl_lda por
-hexégono regular de 4m de lado em torno do didmetro. ' : que, oblemos a recta orientada.
R. 201,398 448 m3, :
26. Calcular o volume da esfera inscrita no cubo de aresta igual a 3,6 dm
R. 24,416 640 dm®, >
27. Calcular o volume da esfera inscrita no cubo de &rea igual a 37,50 m® —
R. 8177083 m
28. Calcular ¢ volume do cubo inscrito na esfera de 6dm de raio. = *
R. 332,544 dm§ D sentido assim fi
B: ixado chama-se senti iti
29. Calcular o volume do cubo inscrito na esfera de 4rea igual a ....s he é oposto, sentido negativo Ao neiiion, s
3 7 dm By 1 Y S
40,694 4 dm®. R. 8978688 sentido positivo pode ser indicado por uma flecha, co-
80. Calcular o volume da esfera inscrita no cilindro de 0,45m de raio. BObl'e 4 recla, ou por uma flecha aralela 3 t"; i
0,9m de altura. R. 0,381510m acima. P recta, fi-
81. Calcular o volume do cone circunscrito & esfera de raio igual a -7 r outro ]a(_iO, Sé marcarmos sobre a recta orientada
R. 254,304 ‘17 arbitrario O e escolhermos a unidade de com-
82. Estabelecer a relagio entre os volumes da esfera e do cone cirel B obteremos um eixo.
crito. b
R.
33. Estabelecer a relagiio entre os volumes da esfera e do cilindm" + : . av i
cunscrito. § X (o) X
34. Calcular o volume da esfera em fungio da aresta, a, do cubo “"‘.', f." 0 0, denominado Origem, divide o eixo em dois
crtio 3 % Um positivo e outro negativo.
R. V _'leo 0e p;)s:ltlvot'é a(guele que tem a orientagio po-
: : ©ixo, egativo é o que ter i
85. Calcular o volume do cubo em fungido do raio, R, da esferl & 52 q tem a orlentagao con-
86. Calcular o volume do cubo inscrito na esfera de raio R. ' dezas escalares e vectoriais. — Como vimos

ticlo deste curso, as grandezas cientificas podem

R V=" q
_‘ H4as em escalares e vectoriais.
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_ O vector é localizado

s oo espacgm um ponto quando a sua origem
Vector deslizante é a

i : quele que pode deslizar s

!.porte. E’ também chamado vector localizado 1;31:10 blfr?l 0eii;eou

Grandeza escalar ¢ toda grandeza que pode ser definida

independentemente do conceito de orientagao.
alares, citemos as se-

Como exemplo de grandezas esc
guintes: a distancia de dois pontos, a massa ou 0 volume
de um corpo, a quantidade de calor de um corpo, etc.

Grandeza vectorial é toda grandeza cuja defini¢do ndo
pode prescindir dos conceitos de direcgdo e sentido. '

O deslocamento rectilineo de um ponto, a velocidade de
um moével, a aceleragio, etc., sio grandezas vectoriais.

A cada grandeza escalar associamos um namero real e
a cada grandeza vectorial um elemento abstracto, denomina-

do wvector.

~ 262. Vector unitdrio A

26 . — Da-se a denomi

nitd I:zo a um.v’et-:tor de médulo igual 2 3113:1?:10050 il
; sue;gg:eu;;stanq de um.eixo é o vector unitirio que te
& € eixo e cujo sentido é o sentido positivo (;2
, Evidentemente, o vector unitirio de um eixo define o
- 263. Vector nulo E i

: . — Em particul v i

] Q&ector nulo, o vector cujo xrr)lédul(ly aér,n}l)]?(()l'e st
1 0 vector nulo, a extremidade confunde-se com i
vo seu suporte indeterminado. PR
) e!? ;lfgxw,lscs)asu;iorte de um vector nulo é uma recta
demais ;;. rpeo ponto_ a que fica reduzido o vector
3 , @ nogio de sentido deixa de existir no vector.

— Vector ¢ o ente matematico

260. Nocdio de vector.
1 qualquer, de uma diregio ¢ dé

constituido de um namero rea

um sentido. p
O vector é representivel por um segmento orientado;

No vector AB, o ponto A é chamado origem e o ponio E

extremidade.
Caracteriza-se o vector AB pelos elementos seguinte

a) médulo ou valor absoluto, namero que mede a di
tancia de A a B;

ol ;’;l:rdgliggbmco de um vector. — Valor algébrico
- vectirl'z‘mte ¢ o namero relativo que exprime
L, Tocor precedido do sinal - quando o sentido
el ntido positivo do eixo, e do sinal — no caso

alor algébrico do vector

b) suporte, recta que contém o vector;

¢) sentido, o do mével que percorra o vector da orige E: AB
4 extremidade. ¥ .

Indica-se o sentido de um vector com uma flecha @1 = pela notaglio
presenta-se o vector de origem A esextremidade B pela 3 AB
tagio 3 Bl < ’

[rﬁ_ ’ o SImplesmente por
g AB.

£

VYecto 2

e lil\;(:':s cg]meares e vectores complanares. —
i 1zem-se colineares quando 0s seu ;
Paralelos 4 mesma recta b
mais Vecwres l. .'

Rt Ivres sao complanares quan

®S 830 paralelos ao mesmo pla}:o o0

961. Classifica¢dio. — Do ponto de vista das aplica
classificam-se os vectores do modo seguinte: vectores
vectores localizados em um ponto e vectores deslizant€

Diz-se que um vector é livre quando a sua Orges
ser um ponto qualquer do espago. i

._1 1




240 : ALGACYR MUNHOZ MAEDER

Evidentemente, o vector nulo pode ser consider

ralelo a qualquer outro vector.

966. Vectores equipolentes. -- Dois ou mais ;u;ctores
sio equipolentes quando tém os seus §uportes paralelos ou
confundidos, o mesmo sentido
e o mesmo modulo.

Para indicar a equipolén-
cia de dois vectores, empre-
ga-se o sinal de igualdade: 3

—r

meéricas. Assim:

1. Todo vector é equipolente a si mesmo. — Excmplo:. :

—_— -
AB =AB.

II. Sendo wm vector equipolente a oulro,
lente ao primeiro.
Exemplo: dados os vectores
— -
AB=CD,
temos e
E CD =AB.

[11. Dois vectores equipolentes a um terceiro s@o equipos

lenles entre si.
Exemplo: dados os vectores

. —
AB=CD,
— —
CD =EF,
temos e
AB=EF

267. Vectores simétricos. — Dois vectores

métricos ou opostos quando sao paralelos, tem mo

e sentidos contrarios.

ado pa-’

AB=

Estas igualdades recebem
a denominaq‘é,o.de equipolén-
cias © estio subordinadas as mesmas leis das igualdades nu-

este é equipo®

dulos 1gW
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Sendo AB e A’B’ vectores opostos, temos

—_ —_—

AB=—A'B.

Dados dois vectores opostos, dizemos que todo vec-

equipolente ao primeiro é
/A‘

posto a todo vector equipo-
A B

ente ao segundo.

Quando os suportes de
pis vectores opostos se con-
gndem, caso em que ficam
yealizados no mesmo eixo,
zemos que os vectores sido directamente opostos.

¢ Acentuemos, ainda, que dois vectores opostos a um mes-
p ferceiro sio equipolentes.

- 268. Adic@io de vectores livres. — I. Consideremos, pre-
pinarmente, o caso da soma de dois vectores livres.
- Sejam - -
e gy
§ vectores nio colineares.
‘Por um ponto arbitrario do espago, O, conduzamos o
— - — —
for OA, equipolente a U, e depois AP, equipolente a V.
1 L -+
0 vector OP, que tem para origem a do vector U e para
'dade a do vector V, é a soma geomélrica ou resul-
2 dos vectores U e V.

&

Rl -
%

N

> *
i

evemos, entio,
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Por outro lado, é facil verificar que a resultante obtida

Designando por S o vector soma, temos, entio
independe da ordem em que se tomam os dois vectores dados,

— - - — —
OP=S=V,+V,+V,+...

O contorno poligonal OABC... P denomina-se poligono
08 veciores.

Como é facil ima
ida com O, caso em
iz fechado.

Notando que qualquer lado de um
soma de todos os outros, temos

OP<OA+AB+BC+CP.
" Assim, 0 médulo da resultante ou soma geométrica de

B ou mais vectores nio colineares ¢ menor que a soma
médulos desses vectores.

_> - = .
Com efeito, conduzindo OB, equipolente a V, e deaoxs,

ipolente a U, a

idade desse vector, o vector equipo 8
gg’t?e;?(tlze;; deste coincidird com o ponto P, em consequén
cia das propriedades do paralelogramo.

ginar, pode suceder que o ponto P coin-
Temos, entdo

que a resultante é nula e o poligono se
U+V=V+U.

7 ] 2 tativa.

im, a adicao de dois vectores é comuw : .

3?5:’;\'emos, ademais, que o vector soma gbtndSAé ; ((i);g

gonal do paralelogramo construido com o lados ‘

Além disso, no tridngulo OAP, temos, conforme a co-
nhecida propriedade,

poligono é menor que

OP <OA + AP
OP> OA —AP.

is vectores nio ¢

i 6dulo da resultante de dois vec I ‘
lineat:::u:’n?e:(])r que a soma dos moédulos dos vectores da
dos e maior que a sua diferenca.

: is vl
II. Consideremos, agora, o caso de mais de dois
res livres: sejam os vectores

.. 269. Propriedades da adi¢dio de vectores. — I. A adi-
9 de vectores é uma operacao wnivoca.

* Com efeito, dados varios vectores, s6 existe um vector
£8eja a soma desses vectores,

. 4 adicio de vectores é wma operagio comutativa.
Consideremos a soma de vectores livres

3 U+V4+X+T,
Como vimos no parigrafo precedente, a adicio de dojs
reés livres ¢ comutativa,

“, permutando, sucessivamente, dois vectores con-
Y08, podemos escrever

Vi W W v
Por um ponto arbitrario do espago, O, conduzamos

=7 4 . :
v vector OA, equxp:)ler;te a ¥
i lo ponto A, :
———p depms,_»pe o p

v, Y mos AB, equipolente &
A B &
C

o - -

RV 4 X4 TG4 T4 T RaD s Ty

1 por diante.
4 adicio de vectores é wma operacio associativa.
n efeito, vejamos que a resulta
%0 Se modifica quando substit

"; tores pela sua soma geomé
2 soma

2

pelo ponto B, tracemos &

equipolente a Vs, € asmm‘

% diante. :
O vector, quet tem '

y  ori do vector €4
origem a ; .

Ve lengte ao primeiro vector
i e como extremidade : :

tor equipolente ao ultimo, é a resultante ou soma g

dos vectores considerados.

nte de trés ou mais
uimos um grupo qual-
trica parcial.

S=U+V+X4T
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