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PREFACIO .

39.° MILHEIRO

" Destina-se éste livro aos alunos do primeiro ano do ciclo
colegial.
4 Seguindo rigorosamente o programa oficial vigente, reu-
‘nimos no presente volume téda a matéria que se deve ven-
tilar nos cursos clissico e cientifico, cujos programas se dis-
tinguem apenas em poucos pontos, isto é, no curso cientifico,
8do exigidos mais alguns déles.

: A matéria consta de trés partes distintas: Aritmética ted-
rica, Algebra e Geometria dedutiva, as quais, como ¢ mister,
8a0 aqui tratadas em partes nitidamente separadas.

: Virios assuntos, principalmente no dominio da Aritmética
| tedrica, jd expostos sob o ponto de vista intuitivo nos primei-
108 anos do ciclo anterior, sio agora encarados sequndo o
-~ método dedutivo. ~ ¥

Em casos semelhantes, procuramos estabelecer a indis-
* pensdvel ligacio com o que se estudou antes e evilar, sem-
Pre que possivel, repelicies fastidiosas e improdutivas.

; Esperamos possa éste trabalho alingir o seu objetivo,
L que é colaborar com os colegas que nos honram com a
" sua adogio, no sentido de [acilitar-lhes a tarefa drdua do
L ensino da Matemdtica no curso secunddrio.

ALGACYR MUNHOZ MAEDER

Nos pedidos telegréficos basta citar o n.0 820

e
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CarituLo I

ADICAO DE NUMEROS INTEIROS

1. Soma de nfimeros naturais, — Consideremos dois
gonjuntos A e B, sem elementos comuns. Juntando todos os

unto S, dizemos que &ste é a soma dos conjuntos dados e
que o nimero que lhe corresponde é a soma dos numeros
jorrespondentes aos conjuntos A e B(1). %

Para indicar que o conjunto S é a soma dos conjuntos
e B, escrevemos

3 S=A+B.

* Sendo ésse conceito aplicivel ao caso de mais de dois

conjuntos, podemos adotar, para a soma do nameros natu-
rais, a definicio dada a seguir. ’

* 2. Defini¢do. — Soma de dois ou mais nimeros natu-

jais é o mimero que contém tédas as unidades dos nmimeros
dados, e somente essas. .

ara indicar que s é a soma dos nameros @ b, ¢l
screve-se

PR S o8 i gy

B 0s nimeros a, b, c,... | denominari-se parcelas e s soma.

A opera¢io mediante a qual se obtém a soma de dois ou
IS nmeros chama-se adicao.

8. Observa¢dio. — O conceito de soma pode ser esten-

dido a0 caso em que, entre os nimeros dados, figure zero,
mediante as relagdes

a+0=aq,
0+0=0,

1) As operacdes aritméticas fundamentais, bem como as indispensivels no.
conjuntos, foram apresentadas priticamente no primeiro ciclo do carso.

objetos contidos em A ¢ B de modo a formarem um s6 con-

A T TR RN, TR LTV
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UNIDABE I — CAPITULO I 1
as quais nos permitem aplig,ar as d_efm.u;,fies1 enunciadas nos BN 4 ordem. das parcelas nio influi na soma.
paragrafos anteriores aos niimeros inteiros (). 3 R i ¢ operacﬁoﬁmocomutatim

Dizemos, entdo, que E g :

~ Com efeito, se juntarmos aos elementos do conjunto A
a+b=a, 0s elementos do conjunto B, formaremos um novo conjun-
: fo S. Evidentemente, éste ¢ o mesmo que se obtém quande
se b=0, e bem assim que juntamos aos elementos de B os elementos do A.

a+b=>b, ~ Designando respectivamente por a, b © s 0s niimeros cor- ,
se a=0. respondentes aos conjuntos A, Be S, temos, pois, :
Ademais, acentuemos que, de acdérdo com as relagdes '

a+b=>b+a.
B ihdas’ oI Go QoI Aiinonos : nula quando ésses nd- ; IIl. 4 soma nio se altera quando se substituem duas ou
meros sio ambos iguais a zero. — Assim, B coloe pelc sug somn
a+b=0, - Assim, a adigdo é operacio associativa. :
quando ¢=0 e b=0. Com efeito, dados 0s niimeros a, b e ¢, somar ao nime-
Pt intei 0 @ 0 niimero b e depois o nimero ¢ é o mesmo que juntar
¥ :al Conseqnéncia. —lA sozz?l de dois mimeros inteiros @s unidades de a as unidades de b-+ec. — Asssim:
1 ou maior que quer déles. 3
gDadaasomaq e ' a+b+c=a+(b+e).
a+b==s - Exemplo:
temos, pois, : ;. 3+5+7=3+12.
ot A8 = IV. 4 soma ndo se altera quando se substitui qualquer
5. Propriedades da adi¢do. — Da definicio de adicsio parcela por duas ou mais das quais a mesma é a soma.

decorrem as propriedades enunciadas a seguir. . Por apresentar esta propriedade, diz-se que a adi¢do é
I. A adigdo é operacio que conduz sempre a um re- operagio dw‘?oczatwa.. :

sultado tinico. + Com efeito, consideremos a igualdade
Por apresentar esta propriedade, a adiciio diz-se unfvoca. E a+bte=a+(b+o).
Com efeito, dados dois ou mais nimeros, sua soma é

sempre a mesma. d‘ De acdrdo com a conhecida propriedade das igualdades,
Dé acordo com esta propriedade, considerando as igual- podemos escrever
dades E a+(b+e)=a+b+e.
a - aﬂ’ 29

— Y A soma efetuada (b+c) fica, désse modo, substituida
= c” pela soma indicada b+4+c¢. — Exemplo:

‘ 6+12=54418.
a+btc=a+b+c, ’

temos

> V. Somando-se o mesmo mimero aos membros de wma
isto €, somando membro a membro virias igualdades obiém- Sowualdade, obtém-se outra desigualdade do mesmo sen-
se outra igualdade. g ).

(1) Ntimeros paturais: 1, 2, 8... e gero. f;'“&lhdowémiuh propriedades das desigualdades foram estabelecidas no pri-
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¢80 monoldnica.
Assim, dados os nimeros a e b, sendo

a<b,

temos atc<b+ec.

Exemplo: dados os ntmeros
5L,

temos b+4+3<7+3.
6. Regra pritica da adi¢io. — A regra pratica da adi-
¢do, ja4 conhecida do estudante, funda-se nas propriedades
estabelecidas no paragrafo precedente.

Consideremos o caso geral, que é o da soma de name-
ros de varios algarismos.

Seja efetuar a soma seguinte:
728 + 269 + 534.

Notando que todo namero pode ser considerado como a
soma dos valores relativos dos seus algarismos, isto é, como
a soma das unidades das diversas ordens néle contidas,
temos

728 =700+204-8

269 =200+60+9

534 =500 + 30 + 4.

Se somarmos as parcelas que figuram nas somas indica-
das dessas igualdades, teremos juntado tddas as unidades
contidas nos numeros dados, obtendo, désse modo, a sua
soma.

Por outro lado, como essa soma pode ser efetuada em
qualquer ordem, somaremos primeiramente as unidades, de-
pois as dezenas, depois as centenas, etc.

Temos
8 unidades 49 unidades +4 unidades =21 unidades,

isto é, duas dezenas e uma unidade.

Somando, agora, as 2 dezenas assim obtidas e as deze-
nas das parcelas, vem

Por apresentar esta propriedade, a adigio diz-se opera-

UNIDADE I — CAPITULO X
p: -

2 dez. 42 dez.+ 6 dez.+ 3 dez.=13 dez,

isto 6, uma centena e trés dezenas.
<

Somando a centena assim obtida e as dos ntmeros da-
dos, temos

1 cent. 47 cent. + 2 cent. 45 cent. =15 cent.,

histo é, um milhar e cinco centenas.

~ Encontramos, désse modo, um nimero formado de 1 mi-
dhar, 5 centenas, 3 dezenas e 1 unidade. — Portanto:

728 + 269 + 534 =1 531.

= 7. Prova da adi¢@io. — Prova de uma operagio ¢ outra
pperacio que se efetua para verificar a possibilidade de exa-
tiddo do resultado obtido na primeira.

. Pode-se fazer a prova da adi¢io, alternando-se a ordem
s parcelas e efetuando-a novamente. De acordo com a pro-
priedade comutativa, o segundo resultado deve ser igual ao
‘primeiro.

= Outra prova usada na adi¢io é a séguinte: somam-se
separadamente as parcelas em grupos, depois somam-se 0s
fotais obtidos. De acdrdo com a propriedade associativa, 0 se-
gundo resultado deve ser igual ao primeiro.

© Devemos acentuar que, quando nas duas operagdes se
‘obtém o mesmo resultado, é provdvel que éste seja a soma
procurada; quando os resultados obtidos sdo diferentes, uma
das operagdes esti errada.

.~ 8. Observa¢dio. — Além das aplicagdes citadas nos pa-
ragrafos anteriores — pratica da operagio e sua prova —
as propriedades da adigdo aplicam-se ao calculo mental, per-
mitindo substituir uma soma dada por somas de nameros
pujos resultados se possam obter com maior facilidade (2).

& 9 EXERCICIOS.

L. Que propriedade justifica a igualdade
3 a+b+ec=b+c+a.

R. comutativa.

. (1) Curso de Matemdtica, 12 série, 12 oiclo, capitulo X.

3
-

-




14 CURSO DE MATEMATICA — 1.°> LIVRO COLEGIAL

2. Que propriedade justifica a igualdade-
b+44T7T=9-41.

R. associativa.
8. Que propriedade justifica a igualdade
54+ 10=5+42+4}4.

R. dissociativa.

4. Que propriedades justificam a igualdade

a+2+4+b+48+etd=(a+b4c)49

R. comutativa e associativa.
5. Que propriedades justificam a igualdade
124 (a+b)=a-+b-}+4}8.

R. dissociativa e comutativa.

. Carituro 11

SUBTRACAO DE NOMEROS INTEIROS

& 10. Defini¢do. — Diferenca de dois mimeros inteiros,
. enunciados em certa ordem, é wm terceiro mimero que, s0-
“mado ao segundo, dd como resultado o primeiro.

, Assim, designando por a, b e d trés nimeros inteiros e
- sendo
~ d+b=a.

" diz-se que d ¢é a diferenca dos niimeros a e b e escreve-se

a—b=d.

%

O primeiro niimero denomina-se minuendo e o segundo
~ subtraendo; a operagio mediante a qual se obtém a diferen-
. ¢a de dois nimeros chama-se subtracdo.

Pode-se também dar & diferenca de dois nimeros, a e
- b, a denominacido de resto ou de excesso de a sdbre b.

11. Condi¢des de -possibilidade. — Tendo em conta que
' 0 minuendo é igual & soma do subtraendo com o resto,
1 a=>b-d,

ra que a subtraciio seja possivel, o minuendo deve ser
Vgual ou maior que o subtraendo.
Assim, dada a diferenga

a—b=d,

a=Db.

deve-se ter
‘ 12. Operacdes diretas e inversas. — Designemos por
a, b e ¢ trés nameros fais que

; c=a-+b. (1)

De acordo com a propriedade comutativa da adigdo, te-

O
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c=b-+a. (2)

Das relagdes (1) e (2), deduzimos, por definigdo de di-
ferenca,

c—a=>b,
¢c—b=a.

Tendo em vista essas igualdades, pode-se dizer que a
subtragiio consiste em, dada a soma de dois némeros e um
déles, determinar o outro.

Como vimos, na adigio de dois ntimeros dados, deduz-
se diretamente outro, chamado resultado; na subtracgdo, co-
nhecido o resultado da adi¢io e um dos dados, deduz-se o
outro dado.

Dizemos, entdo, que a adi¢io é operacio direta que a
subtragdo é operacio inversa da adicdo, ou simplesmente,
que adicdo e subtracdo sdo operagies inversas.

13. Propriedades da subtracio. — I. 4 subtracao é
opera¢ao que conduz sempre a um resultado iinico.

Assim, a subtragdio é operacio univoca.

Com efeito, a subtragio

a—Db

nio pode produzir resultados diferentes, por isso que, de
acordo com a propriedade univoca da adigdio, s6 h4 um na-
mero que, somado a b, di como resultado o nimero a.

Esta propriedade pode ser também enunciada assim: da-
das as igualdades

a=a,
b="b,
temos > a.__b=a'__bl,

isto é, subtraindo membro a membro duas iqualdades, ob-
tém-se outra igualdade.

II. Subtraindo o mesmo miimero dos membros de uma
desigualdade, obtém-se outra desiqualdade do mesmo sentido.

Esta é a propriedade monoténica da subtragio.
Assim, dada a desigualdade
a<b,

dizemos que a—e<b—e.
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Com efeito, admitindo que
a—c=b—e,

feriamos, somando ¢ a ambos os membros desta desigual-
\ dade, pela propriedade monotonica da adigdo,

a=Db,

0 que é contrario a hipotese. — Portanto:

a—c<b—e.

Exemplo: dada a desigualdade
10<12,

inos W 4190

6<8.

14. Principios gerais. — 1. A diferenca de dois mi-

" meros nio se altera somando-se ou subtraindo-se o mesmo
" miimero ao minuendo e ao sublraendo.

Seja a diferenca
a—b=c.

Por defini¢do, temos
c+b=a.
Somando aos membros desta igualdade o nimero d, vem
c+b+d=a+d,

“ou, conforme a propriedade associativa da adigdo,

c+(b+d)=a+d.

2 Indicando esta igualdade que o numero ¢, somado com
(b+d), d4 como resultado (a+-d), segue-se que c é a dife-

“renca dos nameros (a+d) e (b+d). — Logo:

1 (a+d)—(b+d)=c.

~ De modo anélogo, demonstra-se a segunda parte da pro-
posigio.
Exemplos:

15—7=(15+3)—(743)=8,
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S : +(b+c)=a
IL. Para somar wm mimero & di indi ; ' $ Ao
:::It’;os, lzz;ta somd-lo ao minuendo efedr:n %ﬁ%ﬁ&iﬁ:zg 'u, tendo em vista as propriedades da adigdo,
mm‘ dizemos que > 4 (s+¢)+b=a,
ou, ainda, por definigio de diferenga,
(a—0b)+c=(a+c)—0b. ) Uh iR

Com efeito, seja a diferenca

k. s=a—b—ec.
Wil ~ Portanto:
g-=k~d. 3 a—((b+c)=a—b—e.
De acordo com a definicdo, temos ~ Exemplo:

e 15/~ {BRA) s IY = B '8

Somand s - IV. Para subtrair de wm mimero uma diferenca indica-
¢ © numero ¢ aos membros desta igualdade, vem da, soma-se ésse mimero ao subtraendo e do resultado sub-
(@+b)+ec=a+e, trai-se 0 mmmdo.
. Assim, dizemos que

ou, tendo em vista as propriedades d: icd
prop des da adigdo, ' a—(b—c)=(a+c)—b.
(c+d)+b=a+c Faca.mos
; a—(b—c¢)=s.
Notando que (¢+d), somado a b, d4 como resultado 3 : ,
{a-+¢), segue-se que (c+d) 6 a diferenca do (a-+c) e b: ~ Somando ¢ aos dois térmos do primeiro membro, com o

G asih p essa relagdo ndo se altera, vem

A a+c—(b—c+c)=s,
Substituindo @ por a —b, vem ' . a+(c—b:8.)
a+c—b=c+a_b, 1 POItantO:

(@a—b)+c=(a+c)—b. . Exemplo:
Exemplo: 4 16 — (7—5)=16+5—7=14.

(9—5)+4=(9+4)—5=8.
Hion ) 0+ 0=8 ~ 15. Regra pritica da subtra¢do. — A regra pratica da
- Fara subtrair de um mimero uma soma indi subtracdo funda-se nas propriedades estabelecidas nos paré-
sublraem-se désse wimero Sucessivamente as parcel;.gm?é s fzntenores. :
R Seja efetuar a subtragio seguinte:
Assim, dizemos que 865 — 523

i (haro—b—s ~ Notemos que o minuendo é formado de 8 centenas, 6
a—(b+ lezenas e 5 unidades, e o subtraendo de 5 centenas, 2 de-

: ok enas o 3 unidades.

emos, de acdrdo com a definigio de diferenca Sull:it:zindo as unidades de cada ordem do subtraendo

S unidades de mesma ordem do minuendo, vem

a—(b—ec)=a+c—b.

Fazendo
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5 unidades — 3 unidades = 2 unidades
6 dezenas —9 dezenas =4 dezenas
8 centenas — 5 centenas =3 centenas,

Obtemos, dasse modo,

10000 — 3528 = 6 472.

i bten¢io do com-

belecamos a regra pratica para a o ¢
lemgzttz ari%?nético de um némero qualquer. — Seja, por
‘exemplo, 0 namero

a diferenca

865 — 523 = 342.

5432,
Se alguma dessas

subtragdes nio f

' Conforme a definicdo, temos
minuendo

¢=10000 —5 432.

Mas, fazendo

10000 =9990 +- 10,
16. Prova da subtra - demos escrever

ubtragi 5 c=9990410 — 5432,

nig¢do, o A X > :
Outra prova usad i ; expressio que equivale as seguintes:

resto do minuendo o verifi i i L 9990+10—5432— (9990 +10) — (5430 +2) =

subtraendo (n.o 12). & 9990 +10 — 5430 — 2 = (9990 — 5 430) + (10 — 2) =

4 =4560 4 8 =4 568.

17. Expressdes numéricas, — Consideremos a expres-
sdo

B porianto
S=a—'b’*—c+d, 4'

denominando térmos aditivos os precedidos do sinal + e
subtrativos os precedidos do sinal —.

De acérdo com os principios estabelecidos, podemos es-
crever

¢=4568.

) 3 &
i ara obter o complemento.an!métlco de um n
mAsssliLnt’raIi)-se de 9 cada algarismo do namero dado, exceto
o dltimo significativo & direita, que se subtrai de 10, con-
servando-se os zeros finais.
_c+d=a—(b+c)+d=(a+d)_(b+c). f

Portanto ; S=(a+d)— (b+e).

des do menor?e
~ Consideremos os nfimeros
. eapressdo numérica é igual & diferenga :
enlre a soma do

S seus térmos aditivos e a soma dos seus
térmos subtrativos.

a—b

19. Exercfcios resolvidos. — 1.0 Que alteragdg sofre a gtlerem::
de dois mimeros quando se somam m wunidades ao maior e se subtraem

O valor de

: a>Db,
;u diferenga & o
3 4 2 ﬁ-
i § o : agdes expressas no enunciado, 08 nameros que
18. Complemento aritmético. — Di-se a denominagio "‘;‘};“:;"?a ?uﬁ?géag mpregemam-se do modo seguinte:
de cgmplefnen_to aritmético de um numero a diferenca entre . £ o1
a unidade decimal tamente superior ¢ o proé- ' i
Prio nimero. : e
Assim, o complemento aritmético de & diferenca entre ambos assim:
> B — (b —n).
3528 & G472, (F-tm) S0 W

R
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Aplicando os principios conhecidos, podemos escrever
(@ +4m) — (b—n)-a+m—b+u=(a—b)+(m+n).
A diferenca dos niimeros dados aumenta, portanto, de
(m -+ n).

20 A soma dos trés mimeros que figuram em uma subtracio é 58.

Achar o minuendo.

Designando respectivamente por m, s o r o minuendo, o subtraendo

e 0 resto, temos

m - 8 4 r == 58.
Mas, pela defini¢io de diferenca, sabemos que

m=g-|r

B

Em vista desta relagio, a igualdade precedente equivale as seguintes:

m -~ m = 58,
2m = 58,

Assim, a soma dos trés nimeros que fi uram na subtracio é igual
ao dobro do minuendo. — Logo: 3 . g g

m =29,

80 Que resultado se obtém juntando a diferenca de dois mimeros a
8ua soma, e sublraindo a diferenga dos mesmos mimeros de sua soma?
Sejam
a>b
08 ntmeros dados,
Indicando as operagdes expressas no enunciado, vem
(@ —b)+ (a+10),
(@+b)— (a—b).
No primeiro caso, temos
(a—b)+(a-{»—b)=a——b+a+b-—-2a.
No segundo caso, temos
(a+b)—(a—b)=a+b—a+b-—-—2b.

Assim, juntando a diferenca de dois nimeros 4 sua soma, obtém-se o

dobro do maior; subtraindo a diferenca de dois niimeros de sua soma,
obtém-se o débro do menor.

20. Exercfcios propostos.

1. Qual a alteragiio da soma de dois niimeros quando se substituem ésses

nameros pelos seus consecutivos? R. aumenta de 2.
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Que alteragio sofre a diferenca de dois nimeros quando se somam
5 unidades ao maior e 2 unidades ao menor? . aumenta de 8.

Qual a alteracdio da diferenga de dois nimeros quando se subtraem
7 unidades do minuendo e 3 do subtraendo? R. diminui de 4.

4 Que alteragio sofre a diferenga de dois niimeros quando se somam

'8 unidades ao maior e se subtraem 2 unidades do menor?
R. aumenta de 5.

'5. Qual a alteragio da diferena de dois nfimeros quando se subtraem

6 unidades do minuendo e se somam 7 unidades ao subtraendo?
R. diminui de 12.

A soma dos trés ntimeros que figuram em uma subtragio é 90. Achar
0 minuendo. R. 45.

2. A soma dos trés nimeros que figuram em uma subtragdo é l5é) e«())

resto & 35. Achar o subtraendo.

Achar os trés nimeros que figuram em uma subtragio, sabendo-se
que a sua soma é 160 e que o resto excede o subt.ral_a:ndgodt‘2}510.45
. 80, 85 e 45.

dos trés numeros que figuram em uma subtragio & 168.
o resto, sabendo-se que o mesmo é igual ao subl.ra.endo.R o

‘Eg

Dados os nimeros a<<b<<e<...<l, achar a soma das d.ifere_ncas
que se obtém subtraindo cada namero do que se lhe se%ue imediata-
menle. . 8=l—a.
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