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PREFACIO

No Brasil, atualmente, uma das falhas do ensino nos
Colégios e Escolas Superiores,e a falta de compendios on
de o aluno encontre a matéria exigida nos programas ofi-
ciais.

A meu ver, esse mal seria sanado, se todo professa
publicasse suas liqoes, em forma de apostilas ou livros,
ampliados de publicagao em publicagao.

De acordo com esse meu ponto de vista, publico hoje
a Teoria Elementar dos Determinantes, onde os alunos dos
nossos colégios encontrarao a matéria que até agora lhes
tem sido exigida, dessa importante e belissima teoria,com
fecundas aplicaqoes em outros ramos da Matemitica.

E éste livro um trabalho despretensioso, livro para
estudantes, e por isso muito simples, com inimeros e va-
riados exercicios, que constituem seu Ultimo capitulo. Ca
so seja bem recebido, em nova edigao acrescentar - lhe - ei
outros capitulos sobre determinantes funcionais e suas
aplicagoes, bem como sobre determinantes infinitos e cibi
cos.

A parte relativa a formas e equaqoes lineares -~ uma
das mais importantes e também das mais fdceis aplicagoes
da teoria dos determinantes, sera objeto de outro livro
que pretendo publicar. O motivo que me obrigou a ndo in-
cluir, neste volume, um capf{tulo sobre formas e equagoes
lineares, foi a necessidade de apressar, por virias ra-
z0es, a publicagao deste livro, que talvés preste algum

auxflio aos nossos estudantes, dos quais ultimamente tan-
to se tem exigido, sem lhes dar os meios necessirios.

F.A.LACAZ NETTO.

Sdo Paulo, Fevereiro de 1 943.




PREFACIO DA 2& EDIGXO

Gragas ao interesse do Prof. Wilson de Campos, publi
camos pela segunda vez, este nosso trabalho - Teoria Ele-
mentar dos Determinantes.

Como nao esperdvamos mais edita-lo , N30 escrevemos os
capftulos sobre determinantes clbicos e determinantes de
funcoes que, de acordo com nossa vontade, manifestada na
primeira edigdo da obra, desejavamos acrescentar ao traba
lho, em outra possivel publicaqao dele. Ass:.m, a presen-
te edicdo ainda se compoe dos mesmos capitulos da edl(;ao
anterior, todos eles apenas corrigidos, salvo o VIII, so-
bre a Regra de Cramer, em que a matéria, alénm de corrig:.-
da, foi levemente modificada, com pequeno acréscimo sobre
o principio da identidade.

Terminamos este preficio com dois agradecimentos: o
primeiro agradecimento, ao colega Wilson de Campos, a cu-
jo interesse e trabalho devemos a presente publicagdo; o
segundo, aos Srs. Lauro Modesto dos Santos e Roberto Cor-
nibert, alunos da Escola Politécnica de Sao Paulo, cada um
dos quais nos forneceu, de sua autoria, errata da Teoria
Elementar dos Determinantes, facilitando-nos sobremaneira
a corregao do livro, para a edigdo que ora fazemos.

F.A.IACAZ NETTO

-

Sao José dos Campos, Outubro de 1 950.

PREFACIO DA 32 EDIGAO

Mais uma vez publ‘lcams Teoria Elementar dos Deter-
minantes. Ainda nesta edigdo, ndo lhe acrescentimos os
capitulos sobre Determinantes Cibicos, Determinantes In-
finitos e Determinantes Funcionais, prometidos na primei-
ra edicdo.

Desde o meado do ano, esses capitulo estdo escritose
revist.os, mas por terem ficado longos demais, julgamos que
nio seria conveniente acrescentd-los a Teoria Elementar
dos Determinantes.

No caso de reescrevermos esse livro, usando outra ngo
tagdo, talvés incluamos aqueles capitulos, na obra refun-
dida; eles poderao ainda aparecer em um compendio que es-
tamos escrevendo, sobre matrizes.

Ao terminarmos o preficio, mais uma vez agradecemos
ao Prof. Wilson de Campos, o interesse que tem demonstra-
do pela publicagdo de nossos trabalhos didaticos.

F.A.IACAZ NETTO.

S3ao José dos Campos, Outubro de 1 953.




Capitulo Primeiro

RESUMO HISTORICO

A teoria dos determinantes aparece quase contempora-
neamente, nos fins do século XVII, com LEIBNIZ, na Alema-
nha, e KOWA, no Japao.

Ambos imaginaram a teoria dos determinantes, no estu-
do de um problema de eliminacado; LEIBNIZ, procurando eli-
minar as incdgnitas de um sistema linear de n+l equagoes
com n incdgnitas; KOWA, procurando eliminar uma incognita
num sistema de n+l equagoes de grau n.

A teoria foi depois reinventada por CRAMER, em 1.750,
e empregada de maneira mais ou menos inconsciente, segun
do MANSION, por BEZOUT, WANDERMONDE, LAPLACE, LAGRANGE,
GAUSS e WRONSKI,

LAPLACE chamava de resultante, o que chamamos agora
de determinante; esta palavra é devida a GAUSS, que entre
tanto, ndo a usou no sentido que lhe emprestamos hoje, e
sim no de discriminante. Foi CAUCHY que usou este vocibu
lo no sentido atual. Foi também com LOUIS AUGUSTIN CAU-
CHY que, em 1 812, esta doutrina tornou-se um ramo distin
to da Algebra; a partir dessa época, foi, entdo, usada de
maneira fecunda por JACOBI, CAYLEY, SILVESTER, HERMITE,
CLEBSCH, GORDON e outros. .



Capitulo Segundo

MATRIZ QUADRADA E DETERMINANTE: GENERALIDADES
E DEFINIGAO., REGRA DE SARRUS OU DO OTOGONO
ESTRELADO.

1 - Matriz quadrada. Dados n? numeros (n>1), dis-
postos ordenadamente em n linhas (horizontais) e n colu-
nas (verticais), todos dentro de 2 barras duplas, chama-
mos a esse quadro, matriz quadrada de ordem:.n.

Un nimero de u'a matriz quadrada tem o nome de ele-
mento da matriz,

Geralmente todos os elementos de u'a matriz sio re-
presentados por u'a mesma letra, afetada de 2 {ndices:
8.gs Por exemplo, O primeiro indice denota a ordem da 1i

nha a que pertence o elemento, e o segundo, a ordem da co
luna,

U'a matriz quadrada de ordem n é, portanto,

um qua-
dro da forma:

LI R R R R N R Y

a

nl an2 e ann

A matriz quadrada de.ordem n, cujos elementos sdo re
presentados pela letra a (afetada de 2 {ndices) é também
representada pelo simbolo

I‘-l, 2, ese N

a

rs =12, .0

v

.5-

. 2 - A u'a matriz quadrada, associa-se, por definigdo,
um numero que se chama o determinante da matriz. Para sim
plificar a definigdo désse nimero, associado a u'a matriz
quadrada, vejamos antes algumas definigoes preliminares.

3 - Produto deduzido de u'a matriz gquadrada. Um prg
duto de n fatores, onde figure sempre, como fator, um elg
mento de cada linha e coluna, de u'a matriz quadrada deor
dem n, recebe o nome de produto deduzido dessa matriz.

Resulta da definig@o, que num produto deduzido de
u'a matriz de ordem n, figura sempre um elemento e um so,
de cada linha e coluna.

4 - Um produto deduzido de u'a matriz

s L8 S PR |

rs

8-1, 2’ see N

é, portanto, uma expressdo da forma

a a L a
4 b RS Tn®n
onde
rl r2 . o0 rn
81 82 P Bn

representam duas permutagaes quaisquer dos numeros
1, 2’ L n
Como a ordem dos fatores é arbitrdria, podemos tro-
car a ordem déles num produto deduzido, de maneira que:

a) ou os primeiros {ndices,
b) ou os segundos {ndices,




o
e ——

o
formem a permutagdo principal
1, 2, LN ) n

Un produto deduzido de u'a matriz quadrada

r.l,2, onnr R

8-1,2, sse I

poderd, portanto, ter a forma

a a Jorta
ls1 232 ns
ou
a a ess 8
rll b 22 r.n
onde
5, 8y ooe s, e rl r2 ces T

ainda representam duas permutagdes dos nimeros
1’ 2’ L n

5 « Produtos deduzidos distintos. Dois produtos de-
duzidos de u'a matriz quadrada dizem-se gj,gtintosT ?%andg
pelo menos os elementos de uma certa linha (ou coluna que
figurarem nesses produtos, pertencerem a colunas (ou 1i~

nhas) diferentes.

Escélio. Colocados os fatores de maneira que os p
meiros (segundos) {ndices formem sempre a mesma permut:§
gao (principal), teremos produtos distintos, quando os se
gundos (primeiros) fndices formarem permutacces diferen-
tes.

-7~

6 - Teorema. O nimero de produtos distintos de u'a
matriz quadrada de ordem n, é nl.

Imediato, com a observagdo anterior.

7 - Termos deduzido de u'a matriz quadrada. Chamamos

termo deduzido de u'a matriz quadrada, a um produto dessa
matriz, multiplicando por uma potencia de -1, cujg expoen
te seja a soma dos nimeros que indiquem as inversces das
permutagoes dos primeiros e segundos indices.

Um termo deduzido de u'a matriz quadrada

rs

I"l, 2’ ese N

8-1’2, s - |

-

é, portanto, uma expressao do tipo

e +V
g a"131

ou

)

ou ainda

e
(-1) arll ar22 gl 0,3

1s

r. s

1

‘onde € e o denotam respectivamente o nimero de inversdes

das permutagoes

r

b

em relagdo a permutagdo

tomada como principal.

. gi

see L e

n Bl 52 eve Sn

l, 2’ LR n




8 - Entre os termos e produtos deduzidos de u'a ma-
triz quadrada podemos estabelecer uma correspondenci
nivoca, consideragdo-se correspondentes um produto e o ter
mo que se forma dele.

Resulta dessa definigdo, que um térmo deduzido ou se
confunde com o produto deduzido correspondente, ou é igual
a éle, com o sinal trocado, segundo as permutagdes dos pri
meiros e segundos indices sejam afins ou pao afins.,

No caso das permutagGes serem afins

€E+0 = o evo 2

e o termo confunde-se com o produto correspondente; no ca
» o
so contrario,

Gl a0 0. D

e o térmo é igual ao produto correspondente com o sinal
trocado,

. 9 - Convém observar que trocando-se a ordem de 2 fa-
tores, num termo deduzido, o sinal do térmo nio se alte-
ra, pois, a troca implica u'a mudanga de classe ndo sé na
permutacao dos primeiros indices, como na dos segundos, e
a soma € + 0 permanece com a mesma paridade.

Por esse motivo, podemos escrever os fatores num té;
mo deduzido, de maneira que_os primeiros indices, ou os
segundos, formem a permutagdo principal.

10 - Térmos deduzidos distintos. Dois térmos deduzi
dos de u'a matriz quadrada dizem-se distintos, quando os
produtos correspondentes forem distintos.

11 - Teorema, O nimero de térmos deduzidos distin-
tos de u'a matriz de ordem n, é nl!.

Consequencia do teorema do n2 6,

B

12 - Definigio de determinante. Chamamos Qthnminan
te de u'a matriz quadrada, a soma de todos os termos dedu

zidos distintos dessa matriz.

O determinante associado a u'a matriz de ordem n,
também chamaremos determinante de ordem n.

Observagdo: usaremos indiferen?emen&e as palavras
matriz e determinante, quando o emprego nao provocar con-

fusao.,

13 - Produtos principal e secunddrio. Dada a matriz

gL B Pl SRR
®rs gim D s e
ao produto
ay7 85 e B,

cujos fatores tem os fndices iguais, chamamos principal;
ao produto

a]n azﬂ-l L anl

cuja soma dos fndices nos fatores é igual a n+1l, chama-
mos gecunddrio.

Os téermos correspondentes aos produtos principal e
secunddrio, chamam-se também termos principal e secundi-

rio,

‘14 - Com as consideraqgés anteriores, deemos dizer
que um determinante de u'a matriz quadrada e a soma dos
produtos que se obfém do produto principal: ;

1) conservando-se os primeiros fndices (os segundos
{ndices),

2) permutando-se os segundos (os primeiros),




bk -

Sste determinante e invertendo-se a ordem dos membros na
igualdade anterior, temos y

1812812 “1p° 8y eee8yn anau...(alr kah)...ah...ah

oo‘a

8, 8,003y 2s***2n amazz...(aajkaz)... a5ge+8on

0000 0000000000000 0000000 .o.oooo-.o-oto.oooooooo.o.t.

8 18,50 @npe SRR S 3 18 e (a’nr*kan)‘" ‘ng“‘ann

Como j& observamos, demonstrado o teorema para esse
caso particular, segue imediatamente o teorema generaliza
do.

Nota: O teorema de Jacobi é important{ssimo no cdl-
culo de determinantes. Por meio dele, consegue-se redu-
zir a gero todos os elementos de uma fila, menos um, e as-
sim abaixar a ordem de um determinante, aplicando-se ©s
teoremas do n® 33 ou 34, que serviram de base a2 demons -
tragdo do teorema de Laplace.

¥*

Capitulo Setimo

DETERMINANTES PARTICULARES: DETERMINANTES COM
ELEMENTOS NULOS E DETERMINANTE DE CAUCHY OU
VANDERMONDE

LO - Teorema. Se nume determinante, os elementos de
um lado da diagoqal principal forem nulos, o determinan-
te reduz-se 2o termo principal.

Seja o determinante

all O O LR O

a21 a220 ZPe (L
aBl a32a33... 0

cec0000000000e sl

%n1 %n2 a1'13 ***%n

Vamos provar que
A= R &n
Aplicando-se o teorema do n2 33 temos
A= 311 Al
sendo

M= 4,

Aplicando-se ainda o teorema do n2 33 ao determinan-
te A, temos




o e R
sendo A2 o adjunto de a,, em Al B All .

Aplicando-se, portanto, sucessivamente o teorema do
n® 33, temos

Multiplicando-se membro a membro ess3s igualdades, e
simplificando-se o resultado, concluimos que

A= all 322 oee ann, qoe_odo

L1 - Teorema. Se num determinante de ordem n, os e-
lementos de um lado da diagonal secunddria forem nulos,

-~

o determinante reduz-se ao termo secunddrio i.é.,ao pro-
ngn-i)

duto secundirio, miltiplicado por (-1)

Seja o determinante

-47-

0 0 S 0 aln

0 0 L )
a2,n--1 aZn

A. Getesssssroenedoevsesnnesone

0 a ocos
n-1,2 n-1,n-1 ®n-1,n

a a ceo

Vamos provar que

gfn—l)
e b 2

Com efeito, aplicando-se o teorema de n? 34, temos

A= G,
sendo

& =

e l‘. d =

1
Al & (_1)1"(!1-1)

35,01 A5

onde A, representa o menor complement
2 mplementar de az,n-l em Al -

o(ln,

Aplicando-se, portanto, sucessivamente o teorema do
ne 34, temos '




T b i 0 ¥

n
Ay = (1) 8y g Ay

n-1
Ag = (1) 43,n-2 AB

Ao (-1 a3 Ay

Fioiks
An-z " (-1) an-l,z anl

Multiplicando-se membro a membro as igualdades ante-
riores, e simplificando-se o resultado, concluimos que

+4*,.0.+(n+l)
A= (--l)3 ! 80 %01 °°° %nl

0 teorema, portanto, ficard demonstrado se provarmos
que
-1
3*h+ooo*(n+l)EEin?_l 0302
Ora
3+L+ .o+(n+l) =

(n+4)(n-1) _ n(n-1)+4(ne1)
2 2

n2- R Mn-l)

2 2

Sendo M%l-')' um numero par

n2-n En( n—-l)

i TG i R e +(n+1)E——2——' > ol e

Logo

L9~

nﬂn-l)

A - (-1) 2 a]-n 32,n-1 eeoo0 aln’ qoeodo

L2 - Determinante de Cauchy, de Vandermonde ou de
poténcias. Chamamos determinante de Cauchy, de Vandermon
de ou de potencias, a um determinante (de ordem n, cuja
primeira linha (coluna) é constitufda de unidades, a se-
gunda linha (coluna), de nimeros quaisquer, a terceira,
dos quadrados désses nimeros ... a dltima das suas poten=
cias de ordem (n-1).

Un determinante de Vandermonde é, pois; um determi-
nante da forma 3

2 n-1
1 alalo.oal 1 1 1 e |
2 n-1
1 82 32 ° o 32 al 82 83 ° an
2 S Bl g 2
1 ag a3 200 83 ay a; az oo a,
n-1 n-l n-l n-l n-1
1 anag.,oan 8, 3, 33 oo B

Os elementos da segunda fila (1inha. ou coluna) para-
lela a fila de unidades, caracterizam um determinante de
Cauchy, que é indicado com o simbolo

V (8.1, 82’ s00e an)

Os elementos ay5 82, ses 8, de um determinantede Van

dermonde, chamaremos elementos caracterf{sticos do deter-
minante.

43 - Teorema. Um determinantede Vandermonde é igual
ao produto de todas as diferengas possiveis entre seus e-
lementos caracter{sticos, com a condigdo do primeiro in-
dice ser maior do que o segundo.




Ty
0 produto da proposigéo anterior & indicado com o sim
bolo
v (%2,
r>s
e, portanto,
2 n-l
lalal...
2 n-1
1 8.8 ie 8
- B 2
- v (a -
v (al, 8, o) X ( ras)
2 n-1
1 a8, 8, - a

Para demonstrar égte teorema, demonstraremos primei-

ro a relagao de recorrencia

V(ays8ps-- .an)-(az-al) (aB-al) EOA (an-&l) ,V(az,aa,. £ .an) (1)

Com efeito, dado © determinante

Y n-1
la.lalal...
3 n=-1
: : 1&23232. a,
V(a.,, 8,y +++8,/"
i 2 la azaB.-.an'l
s Moo Koy ShBRF
la a2a3...an°l
n NN n

de uma coluna qualquer (a partir da ﬁlgima) tiremos o an-
tecedente multiplicada por 84, © que nao altera seu valor

(teorema de Jacobi)

v(al,az, .o oan)-

Da{ temos

V(al’az’ .o .an)-

SR
1 0 0 0 0
2 L g n-l _n-2
la.- A
a,-a; a5-3,3) aj-a73) --- 8, -a, " ay
2 - n-1 n-2
la, - kel
85-3, a3 348y az-838) - 83 -ay &
1 2.2 n-1 _n-2
a -a,a -aa) aj a8y oo 8, 08
2 - 9 - n-l n-2
3 n-1 n-2

. 2_ 3.2
& & %% e

o an 0 al

Fatorando-se os elementos do dltimo determinante, te

mos ainda

V(al,az, oo oan)-

2 -
a,-ay az(az-al) az(az-al)...arz‘ 2(az-al)
a.-a, a,(a,-a,) az(a -a.) an'z(a -a.)
3-8y 85(83-3)) 35(85787)...85 1937

ee0 eeescnceo0

a -3, a (a -a,) arzl(an-al)... rr:-z(an'al)

E, pondo-se (a2-al), (8.3-&1) (an—al) em eviden-
cia, no determinante, ficamos com




-52- e
T LL - Corolirio. A condigdo necessiria e suficiente
2 2 2 para que um determinante de Vandermonde seja nulo, € que
* dois elementos caracteristicos sejam iguais.
1a, a§... ag-z
V(al,az,o--an)‘(a2'al)(33‘31)-~Aanf31 Com efeito, a condigdo necessiria e suficiente para
'R CRCRC R L que m prwmo
2 n-2 =
la aj...8 i (. v0)

r>s

ou
seja nulo, é que

V(albaz, o ean)-(az"al)(aB‘al) cee (an’al)v(az)aBJ oo 'an) ar E Vel ey on A as ¢ q.e.d.

Demonstrada essa relagdo de recorrencia, o teorema o
é imediato. Com efeito,

V(a, ;8,584 ..an)-(az-al)(aB-al). X °(an-l'a1) (an-a:l.)v(.:.\2,&3 A .an)

V(aZ’aB’ah' : .an)- (a3-a2) o .(an_l-az) (aﬁ-az)V(aB,ah...an)

V(an-z’an-l’a )= (a -l‘an-z)(an'an-z)v(an—l’an)

-1°2n J (an-an-l)

Multiplicando-se membro a membro estas igualdades, e
simplificando-se © resultado, obtemos

V(al,az,,.. .an)-(az--al)o “(an-al) (aB-az)., .(an--a2)o : .(an-an_l)

7 € R Gl SR o B (a_-a_), q.e.de
¢ i n rgs i

e ———REEEE
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