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PREFACIO

0 presente trabalho, sem a parte de exercfcios, jé
foi publicado, sob forma de apostila,

Ele consto das aulas que demos v&rios anos, nos an-
tigos cursos préiyoliﬁecnicos; Suas licGes servem de ba~

o
8@ a teoria dos determinantes, assunto de outrg livro de
flossa autoria, j& publicado,

A matéria deste volume & bastante conhecida; parte
dela era atéd exigida nos Programas da 0l4ima série do cur
80 ginasial, antes gg Reforma Capanema., Estas licSes n#o
apresentam, portanto, nada ge original, a n#o Ser quanto
& exposicéo, em que talvez pequemos Por excesso, no dese
Jo de ser claros e rigorosos nos conceitos, A

Num dos capftulos deste livro, fizemos um apanhado
da teoria da congruéncia, pera simplificar as demonstra-
¢Oes dos teoremas sobre inversdes, de que tratamos tam-
bem no fim do volume e apresentam grande interesse anm de

0 capftulo sobre congruéncia, neste volume tem por
fim, tamben, amenizar um poueco estas 119568, com assunto
que requer outro metodo de 8xposic#o, bem como der idéia
de um conceito importantfssimo, com que se inicia a Teo-
ria dos Nfimeros,

Na parte de exercfcios, Seguimos uma orientag@o que
Julgamos bda: alguns exercfcios resolvidos e outros a Te
solver, logo depois. 0Os exerc{cios foram ordenados segun
40 os capftulos dg rarte tedrica, tendo am vistaainda ag
dificuldades ge solugédo.

Esperamos que o presente volume Seja de alguma uti-
lidade aos alunos de nossos Colégios; nele encontra-se a
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sial, razdo por que as deixemos em nossas LicCes de Ané-
lise Combinatéria, com a vantagem de apresentarmos um 1i
vro mais completo sobre O assunto.

S8o Paulo, maic de 1943.
F. A, LACAZ NuTTO

PREFACIO DA 3a., EDICZO

Pela terceira vez, publicamos Lic3es de Anflise Com
binatéria.

A iddie desta edig3o coube @o colega Frofs Wilson
de Campos, & quem agradecemos O interesse e trabalho pe-
la presente publicag8io deste nosso livro,0 qual tem pres

tado algum suxilio aos alunos dos Coldgios e candidatgs
%s Escolas de Engenharia e Faculdades de Filosofia, Cien

cias e Letras.

Como j& dissemos nos prefécios das edicBes anterio
ras, LicOes de Anflise Combinatéria n8o apresenta nada
de original, & néo ser quanto & forma. Infelizmente ain
da ndo nos foi possivel fazer .nenhum acrescimo a este

nosso trabalho. Se Deus quizer, entretanto, serd ainde
melhorado, pois estamos +rabalhendo neste sentido.

Finalmente, agradecemos 20s senhores Roberto Corni-
bert e Lauro Modesto dos Santos,alunos da Escola Politée
pica de S@c Paulo, as errata que cada um organizou e te-
ve a gentileza de nos ceder, facilitando-nos grandemen=
te a correcdo do livro, para & presente edig#o.

S#o José doe Cempos, Outubro de 1950
F. A. LACAZ NETTO
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Cap{tulo Primeiro
GENERALIDADES, ARRANJOS, PERMUTACOES E
COMBINACUES SIMFLES

§ 1. GENERALIDADES

1 - Definic#o de conjunto. - Chamamos conjuntc a um
ente ou a uma reunido de entes. 0 conjunto de um 80 ente
diz-se unitério.

Un ente qualquer de um conjunto denomina-se elemen
to do conjunto.

2 - Conjuntos finito e infinito. = Um conjunto do
qual podemos obter tantos elementos quantos quizermos,
diz-se infinito. O conjunto dos némeros inteiros dos nfi-
meros primos, dos pontos de um segmento, s&0 exemplos de
conjuntos infinitos.

Um conjunto que ndo & infinito, diz-se finito.

3 - Agrupamento. « Um conjunto unitério, ou um con~
junto finito, cujos elementos estejam dispostos em linha
horizontal, denominam-se agrupamentos.

0 nfmero de elementos de um agrupamento chama-86
classe do ggrupamento. Assim, 08 conjuntos abc, AEF, s#o
de classe 3

Os conjuntos de classe 1, 2 3 ooo também se dizem
unitérios, binrios, ternérios, etce

4 ~ Agrupementos simples e com repetic#o. - Um agru
pamento cujos elementos sejam todos distintos, isto 6 um
agrupamento que ndo tenha elementos iguals, diz-se sim -

ples ou sem repeticdo. No caso contrério, com repeticéo.

5 - Notag#o. - Os elementos dos conjuntos de que V&
mos tratar, serso representados?

a) por letras do alfabeto latino (mafusculas ou mi-
nésculas)s
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b) por letras do slfabeto latino, afetedas de fndi-

ces
¢) por nfmeros naturais.

6 - Definiﬁio de enflise combinatdrie - Apflise com
binatdria ou célculo combinatorio % o remo da matemftica,
que tem por fim estudar as propriedades dos agrupamentos

que podemos formar, segundo certas leis, com o ‘elemen-
tos de um conjunto finito.

§ 2. ARRANJOS E COMBINAGOES -

7 - Dados dois agrupamentos de classes iguais, & na
turel consideré-los distintos, ssmpre que tenham elemen-
tos diferentes. Agsim consideram-se distintos os agrupé-
mentos ABC e ABD. :!

Quando 08 agrupamentos tem os mesmos elementos, mas
dispostos em ordens diferentes, eles podem ser considera
dos distintos ou néo, conforme OS entes que represenig
rem. For exemplo, =i representarmos uma réta por 2 de seus
pontos; & e By AB o BA representam a mesma réta, @ assim
os agrupamentos AB ¢ BA devem sSer considerades iguaiss
Oz nfmeros 34 e 43, no entanto, que podemos considerar
comp agrupementos dos algarismos 3 e 4, 880 nfimeros dife
rentes, © 08 agrupamentos 34 e 43, embora tenham oS mes-
mos elementos, devem seTr congiderados distintos, pois, Te
presentan nimeros desiguais.

Dessas consideragdes resulta que ha agrupamentos

e 88 se consideram distintos, quando diferem pela natu

reza de seus elementos, © outros, quando diferem pela na

tureza ou pela ordem dos elementos. Os primeiros tem O
nome de combinacdes, e 08 segundos, de arranjos.

Arranjos s8o, portanto, agrupamentos que diferem

ou pela nstureza, ou pela ordem de seus elementos, e com=

binacBes s8o agrupamentos que diferem s§ pela natureza

dos elementos.

qu

§ 3. ARRANJOS SIMPLES

g - Definicdo - Dados n elementos (distintos), cha-
mEmos arranjos gimples, de classe k, dos 1 elementos,

-5_

Inen

tro, ou
s pela natureza ou pela ordem de seus elementos,

Os arranj
anjos simples de classe k, de n elementos, tem
?

bem se dizem os arran
B eedos k o k. jos simples dos n elementos, k a  k

40 envez de arran
3 jo, usa-s
siclo; arranjo passa por’galici:mzfnda o peiavrs

diapg-

¢ - Notac@o - O nime
ro dos arr
mentos, k e k, & denotado cam os agzggio:}mplea de n ele

A
n,k ou Dn,k

10 - Teorema - P

~sor - Para passarmo
de clas - s dos arran
e ade :9 g;a ;; de n elementos (distintos), g::aelggl:s,
asr“Raméﬁto, cad:mgg glementos’ coloca-se depois de cad:
= Lole. os elementos dados, e que n&o figu
' Com efeito, suponh
5 s ’ ponhamos formados 08 arre

classe k ~ 1, de n elementos (distintos)?njg:r:1§§¥;s’

liar o raciocinio
suponh
dispostas duas a 5uasfo emos as letras a, b, ¢, d, e,

BhCac M ad - odan 08, sty ide

A classe de cada

% agrupamento § k -~

se

grn;:;:n:: glemento, torna-se de classe kt’ ZO;ZIOCSndO-

e e partida & simples, e coloca-se um efa Foci

<4 ggg: nele, ainQa continua simples '
Armos que 8ssSes ag: :

ey agrupamentos s#o

: s (aheo;rg:a:rranjos),simpleﬂ des n elementoéggka:rig

d;?::em iy ainda que dois agrupamentos q&aia r

iy ;E fpe & natureza ou pela ordem de seus el s
,p :o a;ta nenhum deles. Para isso, auponhe s

agrupamentos formados, dispostos em colunas; os qsgogrgs

vem de um mesmo arr
anjo de classe k -
que provém de outro, noutra coluna% 2 P oalam . on

abec ach adb see c@da eoo dea
abd ace adc o.ee c¢db ee. deb
abe acd ade ..o cde ... dec
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Ora, ass=im dispostos, o8 agrupamentos gue estd@o nu-
ma coluna, diferem pela natureza do @ltimo elemento, e os
que est8o em colunas diferentes, na pior das hipbteses,
pela ordem ou natureza de k - 1 primeiros elementos, por-
que, estando em colunas diferenves, os k - 1 primeiros e-
lementos formem arranjos distintvos.

.Pare demonstrarmos que n#ic falta nenhum arranjo, DPro
eedemos por absurdc. Suponhamos que falte um arranjo sim-
ples, de classe k, dos n elementos dados. No casc que con
sideramos, suponhamos faltar edb, por exemplo. Ora, des-
prezando-se 0O f1timo elemento do agrupamento, formamos um
arranjo simples, de classe k -~ 1, dos mesmos elementos.
(No caso do exemplo, o arranjo ed). Esse arranjo de clas-
se k - 1 deve estar entre os de parfida (partimos de to-
dos os arranjos de classe k - 1), e aplicando-se o teore-
ma, deverfamos colocar depois dele o elemento desprezedo
no agrupemento de classe k, pois, o elemento nd@o figura
no arranjo de classe k - 1, o assim formarfamos o agrupa-
mento que, por absurdo, suplnhamos faltar.

Bscdlio. - Desde que o= arranjos simples, um a um,
de n elementos (distintos), s¥o ésses mesmos elementos, &
plicando-se o teorema anterior, podemos formar com eles,
08 arranjos simgles de claesse dois, com os de classe dois,
os de classe tres, e assim por diante, até os dc dasse k,
onde k- forgosamente & menor do que n.

11 - Teorems. D =(n-k421)D

n,k = n,k-1

No teorema do nfimsro 10, vimos que um arrango gim--
ples, de classe k = 1, de n elementos (distintos), des-
dobre-se em n - (k - 1) e n - k 4 1 arranjos simples, de
classe k, dos mesmos elementos, e portanto, o nfmero de
arranjos obtidos &§ igual ao nfimero de arranjos primiti-

vos, Dn,k-l’ multiplicado pelo nfmero n -k ¢ 1 em que

cada um se desdobra, isto 6,

D = = D
nk = (n-k+41) P

-

12 - Corolérioc. Dn’k = n(n=l) eee (n=k+l) k>l

Observando-se que Dn,l = n, e aplicando-se & férmula

do teorema anterior, para velores sucessivos de k, a par-
tir de dois, temos?

Dn,l =1
Dn,z =(n-1) Dn,l
L] L
% - D
Dn,k =(n~-k¢1l) Dy

Multiplicando-se membro & memHr0 essas igualdades, ©

gimplificando-se ¢ resultado, temos;

- LR R — k l
Dok = a(n - 1) (n-k+1) >

cu sejat o nfmero dos arranjos simples de n elementos dis
tintos, tomados k & k, para k>1, § um produto de k fato-
pos consecutivos, cujc maior fator é n.

Esc8lic. - Pare k = 1, j& vimes que

Dn,l ”

§ 4. PERMUTACOES

n

13 - Definicdic. = Os arranjos simples de n elementos
(aistintos), cuja classe ssja iguel & n, tomam O nome de

ormutacdes désses elementcs. FPermutagBes de n elementos
Edistintos sfio, portanto, arranjos simples desses elemen
tas, tomados n & n.

Como o8 arranjcs sZo agrupementos que diferem ou pe-
la natureza ou pela ordem de seus elementos, © nas permu-
ta¢8es ndc podem diferir pela natureza, pois, em todos os
agrupamentos devem figurar todos os elementos dados, pode
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mos dizer que as permutacSes s&io agrupamentos que dife-
rem 88 pela ordem de seus elementos.

0 teorema do nfmero 10 permite formar as permuta-
¢3ez de n elementos (distintos); basta formar os arran-
jos simples dos n elementos, n a n, a partir dos arran-
jos, um a um.

Em um capftulo especial sobre permitagdes daremos
outra meneira de formar as permutacdes de n elementos
(distintos).

14 - Notac8o. - O nimero das permutagdes de n ele-
mentos (distintos) & representado pelo simbolo

Pn.
15 - Teorema. Pn = 1.2 s00 n>l

Com efeito para calcularmos Pn’ sendo as permuta
¢Oes arranjos particulares, basta na férmulat

Dn.k w00 =32) Yave Al e de 4 )

do teorema do nfimero 12, fazermos k = n, e portanto,

Pn=Dn,n=nkn-l) AP gt e )

Trocando-se a ordem dos fatores, teremos:

I”n = ke ceo I n>l

16 - Definicdio’ de fatoriale - Dado um nfmero natu
ral n >1, ao produto dos nfimercs naturais de 1 a n, cha
mamos fatorial de nfémero n, ou fatores n. O fatorial de
um nfimero n & indicado com os sfmbolos?

nd Lf_ mn)e

Por defini¢8o, portantot

nl - Lg._c ﬂ'(n) = 1.2 soe I n>l

o g

Estendendo-se o conceito, fazemos ainda por defini
cdo?

il =1 e ol=1

Esc8lio - Resulta dessa definig@o e do teorema 15,
que

P
n

ni

§ 5. COMBINAGOES SIMFLES

17 - Definic#o. - Dados n elementos (distintos),
chememos combinac8es simples, de classe Kk, dos n ele
mentos, aos agrupamentos sem repetigdo, formados com Kk
dos n elementos dados, de maneira que um agrupamento
difira do outro, pela natureza de seus elementos.

As combinagdes simples, de classe k, de n elemen -
tos, tambem se chamam as combinacdes gimples dos n ele -
mentos, k a k ou tomados k a k.

Ao envez de combinacdes, use-se ainda a expressdo
produtos distintos.

18 - Notac#io - O niimero das combinacBes simples de
n elementos Idietintos), k a k, representa-se com O
sfmbolo

Cn,k

lg .- Teorem. Cn’k = %.k H Pk

Suponhamos, -com efeito, formadas as combinacdes
simples de classe k(k>1), de n elementos (distintos),
cujo nimero Cp,x queremos determinar.

Para auxiliar o raciocgnio, .zuponhamos as letras
a, by, ¢, d; e combinadas tres a trest

abc abd &abe <.. cde.

P -




Fazendo~se as permutacdes dos k elementos que fi
guram em cada combinag8o, vamos obter novos agrupamen-
tos, ainda de classe k, e sem repet‘gao 08 mesmos o~
lemantos. Bsses egrupamentos s8o os arranjoe (todos os

]os) simples, de classe k, dos n elemsntos, co-
mo vamoe provars

Cono j& vimoa que os agrupamentos sfio de classe k
e simples, resta-nos provar que dois quaisguer diferem
ou pela natureza ou pela ordem de seus elementos, e que
nenhum arranjo foi amitido.

Com efeito, suponhamos que as permuta¢des dos ele-
mentos de cada combinacdo sejam colocadas em colunas;
as que provem de uma combinac#fo em uma vertical; as que
provem de outra combinac&o, em outra vertical.

abc abd abe ... cde
acb adb aeb +.. ced
cab dab eab ... ecd
bac bad bae ... dce
bca bda bea ... dec
cba dba eba ... edc
Assim dispostos, os agrupementos de uma coluna di-
ferem pela ordem de seus elementos, e os de colunas dis
tintas, pela natureza déles.
Néo pode faltar nenhum arranjo, pois, aquele que
por absurdo, supusermos faltar, a menos da ordem, serd

uma combinac@io de classe k, dos n elementos. ®=52 combi
nag8o, trocada a ordem de seus elementos, se for neces-

sério, deve estar entre as combina¢des de partida deven

do assim figurar na coluna das permutacOes dos elemen~-

tos da referida combina¢8o, o arranjo que supinhemos fal

tar.

Lembremos que a ordem ndo influe na diferenciagéo
das combinag¢®es, e por esse motivo, o8 elementos, nas
combinacles, s@io colocados sempre numa ordem que se diz

o L

natural; quando letras, na ordem alfabdtica; quando nfme

ros na ordem crescente ou decrescentie de seus wvalores.
Ora, no quadro atrfis, os arranjos simples, dos n e-
lementos k a k, ficam dispostos em Cn K colunas, cada u

ma com P, agrupementos, e portanto,

An.k > cn)k % Pk
donde
A
B s
n,k = Pk
ot m_n.—lb see oLn-k+l) .
m - coml&riq_o cn’k o 1.2’ see o k k/l

Basta na f8rmula anterior

8 L e
n,k *7p
k
substituir-se An K ® Pk por seus valores, dados pelos co

rolérios dos nfimeros 12 e 15.

ILise8lio 1 ~ Bsse corolério pode ser enunciado assimt
o nfmero das ¢ combinagdes simples, de n elementos destin
tos, tomados k a k, para k>1, é uma fragéo em que © nu-
merador & o produto de k fatores consecutivos, cujo maior
fator § n, e o0 denominador, tambem o produto de k fato
res consecutivos, cujo maior fator & k.

Esc8lio 2 - Para k = 1, o nfmero de combinagSes de n
elementos 8 n, o que & imediato; logo

cn,l =1

21 -~ Teorema. C —
——— Dk T (n - X))

Para k>1




C =2(n-1)ooo(n"k+;l

n’k 1.2 00 k

Multiplicando-se ambos os termos de fragd@o por
(n - k)! ela ndo se altera, e portanto,

¢ = B@=1) e n-k+1) [ (n-1x

k- ki (n-Kk) 1}

ou
c e i Lal
n,k kKl (n k)1

Esc8lio. - B facil verificar-se que essa férmula
8 vflida para k = 1.

Capf{tulo Segundo

COEFICIENTES BINOMIAIS E TRIANGULO DE FASCAL
§ 1. COEFICLENTES BINOMIAIS

22 - Definic#ioe ~ Dados dois nfimeros inteiros n e
rn2k >, chamamos cweTiciente binomisl de dlesse k,
nfiero n, a fracdo

-
A

?
do 1

_njn-l;)__:u (n-k-l—l)
1e26 0ee k

0 coeficiente binomial de classe k, do nflmero n, &
indicedo com o sfmbolo

(i)
k
Por definig8o, portanto,

(n)= n(n = 1) ese (n -k ¢1) n>k>1
k

1'2. LR k

Estendendo-se o conceito, ainda por definic8o, sen-
do n e k naturais, fazemos

(D:n para npk =1
b
()

1
)

para n2k =0

1L
o

para ndk




n -~
0 sfmbolo (k) s 1l6-se coeficiente binomial de clas

se k, do nimero n, ou coeficiente binomial n sobre k.
Por analogia com a frac@o ordinéria, n diz-se nu-
merador do coeficiente binomial, e k, denominador.

Escélio. - Resulta dessa definig8o e do corolério
do nimero 20 que
n
¢ o
e=(,)
n, y

= n}
23 - Teorema. (k) = = A

Bste teorema jé foi demonstrado para o caso de
n»k 21 (teorema do nfmero 21)5 ele & vélido  para
n»k = 0, como § fécil verificar-se.

A expressdéo do segundo membro n8o tem sentido pa-
ra n<k, pois, 8 desprovido de significado o fatorial
de um nimero negativo, que neste caso aparece em denomi
nador e, portanto, o teorema nd@o é vélido para n{k, .

o - mom )-(,7)

Aplicando-se o teorema anterior, temos

SR
B i ()

s {
( )= (n—k)f[ﬁ-f-(n-k:’jr v '(?-ﬁ'iTEr

n-k

Logo

L

Bscflio - Essa relacsio, como a antecedente, da qual
& um coroléric, ndo & védlida para n<k, pois, o segundo
membro de expressfio ndo tem sentido com o denominador ne
gativo.

85 - Definic#io - Us coeficientes binomiais cujos nu
meradores s@o iguais, e a soma dos denominadores & igual
ao numerador (comum), dizem-se complementares:; um & o co-
eficiente binomial camplementar do outro.

0 teorema anterior, que se chama teorema dos coefi-
clentes binomiais complementares, pode ser enunciado as-
sim: coeficientes binomiais complementares s@o iguais.

Esc8lio - O teorema dos coeficientes binomiais com-
plementares é valido pera nyk = 0, como j& vimos, e pa-
re n>k 21 pode ser demonstrado assim.

Formadas as combinacdes simples de n elementos, k
@ k, consideremos os agrupamentos de classe (n - k), for
mados com os elementos dados, e que ndo figuram em cada
cambinacdo.

Para auxiliar o raciocfnio, suponhamos as letras a,
b, ¢, 4, e, combinadas duas a duas, e consideremos o=
dois conjuntos abaixo:

1) ab ac ad cos be ecee de
2) cde bde DCS - see  8d® .4se 8be

© primeiro formado com as combina¢des simples dos elemen
tos, dois a dois, o segundo, dos agrupamentos que se ob-
tem com as letras dadas, e que ndo figurem em cada cambi
nagao.

Como de cada combinagdo, forma-se um agrupament o
do outro conjunto, o nfimero das combinag¢des simples dos
n elementos k a k, & igual ao nimero de agrupamentos do
segundo conjunto. Si provarmos que neéste conjunto, estdo
as combinacOes simples dos n elementos, (n-k) a (n-k),
ficard demonstrada a relacao:

c c N >kl
n,k = “n,n-k o (k) -(n ¥ k) i g




|
|

Ora, como j& vimos, os agrupementos do conjunio (2)
sdo simples e de classe (n - k); éles diferem, um do ou-
tro, pela natureza de seus elementos, pois si dois deles

. tivessem os mesmos elementos, as combinacBes que lhes de

ram origem, teriam tembem os mesmos elementos, 0 que se-
ria absurdo. Os agrupamentos de classe (n - ks 880 por-
tento, combinac3es simples, dos elementos dados, (n - k)
a (n - k).

Para provarmos que ndo falta nenhuma combina ¢éo,
procedamos por absurdo. Suponhamos que falte uma combina
¢8c, no caso do exemplo acd. Ora, o agrupamento formado
com 08 k elementos restantes (bs no exemplo dedo) § una
combinagdo simples, de classe k, dos elementos em jogo,
e deve estar entre as combinacSes de partida; dela, por-
tanto, com o eritério dado, formamos a combinac8ode clas
se (n - k) que supfinhamos faltar.- Logo, no segundo con -
junto est@o as combinagBes (todas as combinag®es)de clas
se (n - k), dos n elementos dados.

Como observamos atréds, provaedo que no segundo con-
junto est8o as combinagBes simples, (n~-%k) a (n~Kk),
dos n elementos, fica demonstrade a relagéo:

n n
cn,k = Cn,n -k ou (k) =(n 3 k) nY>k71l
n n
as—Teorema.()-_-( ). n-k+1
k k=) k

Por definicdc, pera k>1

(n),__ _g_(n;é) 000 (1;-‘.:4'1)
Kk 2 oee

Decompondo-se a fragdo do segundo membro dessa l-
gualdede, temos

(n) n(n = 1) eee (n -k 42 n kil

k o 12 00o (k-ﬂ k

Ora, por definicéo, para Kk = 1>1

s L

( n):n(g“l)coo(n“k"z)
pisy P T O SR 9

Logo

T i v

Bse8lio - Nesta demonstragdo, deve-se supor k-122;
8 facil, no entanto, verificar-se que a expresséo 6 vali
da para nYyk - 120, ou seja nykyl. Para k=0, 0
segundo membro da express8o ndo tem sentido e, portanto,
ela ndo verdadeira.

A

A expressdo 8 valide para n<k, como se verificafa
cilmente.

- s (2 )/(07C 1)
(kil)=(ki1)

e pelo teorema anterior

(n) i ( o ) n-k+l
X k-1 B
Somando-se membro & membro essas igualdades, temos:

FURLET o o ol

n 4
Pondo-se (k » ])em evidencia, no segundo membro, fi

camos com

(200 (5 6 =)




- LA

Somando-se membro & membro essas igualdades, simpli
ficando-se o resultado, e desprezadc no primelro membro,

o coeficiente
k-1
k

B (R 0a )

e o teorema fica demonstrado.

temos a relac@o

32 - Teorema das diagonais.

Do teorema anterior temos:

(s oo e e s Dl )

Substituindo-se cada parcela & a soma pelo seu coe-
ficiente binomial complementar, a igualdade ndo se des -
tréi.e, portanto,

(k-l +(k>+ooo +( " ):( n-1
0 1 n-k+1 n-k+1

e o0 teorema fica demonstrado.

Capftulo Terceiro
BINOMIO DE NEWTON

33 - Vamos deduzir a f£8rmula do binomio de Newton,
i. &, vamos provar que

n /n n = n g
(a ¢+ b) —( )an-,-/ P S +( \bn nA
0 \l/ \n/

Faremos a demonstrag8io por recorréncia ou inducéo
matématica; portanto?
a) demonstraremos O teorema para um ou mais casos
particulares: n = 1,2,3.
b) suporemos a f8rmule verdadeira para o expoente
n - 1 (natural) qualquer:;
¢) provaremos que se a férmula £or verdadeira para
o expoente n - 1, seré verdadeira para o valor
n, e assim ficard demonstrado o teorema.
Da definiciio de poténcia, e da #lgebra elementar
sabemos que?

(a « b)l =a+b

2 2
(a + b)2 =a + 2b+b

y 3 3 2 2 3
(a+b) =2a +3abs+3ab D
ou 1 1
(a-?-b)]':/ )a#( )b
\o \ 1
2 2 2
(a+b)a=( \,az-fr{ )ab+( )bz
0/ V1 2




- 3l =

<5 R s
3 3\ 3 /_,3. 2 3\ @ L gaNig f %
(a+b) —_/ a -« )abf ab + b y ey H/\
\o \1 2 3 - s R
{ ﬁ\‘F/q a\_ 9
e portento, a fdrmula do binomio & verdadeira para 1 = vl Jo e P
=1, 28, 3 1 3 i
Ors, podemos supor que O desenvolvirenio seja ver- o 'g g.g
dadeiro para 9 expoente n = 1 (natural) gualquer, isto P s S RN L S e
R . - 2 Z o S e F
’ q"‘e I | ' 1 —
- B a = ) -~ ]
N— o S S tnilr ;-
n-1 n-1 n=l1 /D=1 n-2 n-l n-1 “+ At 5 - \*/
(a‘.’b) :< a '}'( )a D 4 eoe + b . g8
0 1 n-1 . . .
o -
-+
Supondo-se verdadeira essa féruula, vamos demons- ™ o
trar que o teorena 8 verdadeiro para O valor n do ex- pilh “p My
poente, isto &, que + R i
A s o
1 o o o
/0 / n R
n \ n n=1 n i
(a 1) = " + \a b+...+()b » ﬁ R e T R
3 O \ l / n = = ~ ~ ’,
q\—/ \/ S’ P
o +
Ora, por hipdtese, temos iy 3 Y
- L]
. e o
n-1 n-1\ n-1 m =1\ -2 ] +
(a+b) =( \a + -] D4 eee ¥ y N3 H’S '_‘-O
(s Y % ' i & 1
A o =
5 I y <
/D=l\ pep-l T n-l n-2 n=1l\ p.3 : il 3 7 iy S S~
+ - D # eee + ab 4 b i (<] : é ~ é o = ~
T n-2 n-1 - : pg A L AW
+ s .
Multiplicando-se ambos 0S membros dessa igualdade ‘t 'g 4
por & - b, © aplicando-se & relacéc de Stifel, na redu Q- o
¢do dos termos semelhantes, vamos ier? & s T
i i A —
% - a o f\ o
S aan A
o Sul¥ s
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1
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1
AR P
i
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1

Com efeito,

(o) ala ¢t - b}]n-‘-S.;(

(*57)=(o) =2

L -
S’
pb
I
=
—
i
o'
e
| ad
fl

=ZC) an e c--l.b)1 =
0 1 Y

[u]

=]
-
\J
]
~r

[ S
o

[ S
"

(z :1): (2) o

substituindo-se

(n - l) n~) Logo
o por (0 2
n e i n-31ii
e (&-b): (-1)()3 b n>l
5 i .
n-1 n

(n 2 l) por (n) 34 -~ Tgorema das linhas, no triﬁnﬁg{ulo de Pascal. =~

temos que Se na férmula do bindmio

n I\ n D\ n-l B\ n
(a + 1) =( )a +( )a D4 eee +( )b nyl
0 : § n

. Fica, portanto, demonstrado que se a f8rmula do bi
nomio for verdadeira para o expoente natural n - 1, se-
4 verdedeira para o valor n.

Ora a férmula & verdadeira os valores 1, 2 e 3; 1o
go seré verdadeira para © valor 4; sendo verdadeira pa-
ra o velor 4 serf para o nfmero 5 e assim por diante,
sendo, portanto, verdadeira para um expoente natural n
qualquer, igual ou malor que 1.

Empregando-se ¢ sinal de sométoria, a £érmula do

bindmio de Newton pode ser escrita assim?

(a + A -‘-Z(n) axn—:l'bi
i

i/n -1 i
34 - Corolério. (a = b)n = Z(-l) ( )an b

i

- 4
fizermos a 5 b = 1, vamos ter:?

2 .-.2;(:) 0 - 18
30

o que demonstra o teorema das linhas.

Fiva b)n e (n) an - ibi
i

ou

35 - Se na férmula do bindmio
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41 - DefinigHio. - Dados n elementos (distintos), cha
meamos arranjos completos de classe k, dos n elementos,a0s

agrupamentos sem repeticdo ou com repeticlp, formados cam

k doa n elementos dados, de maneira que um agrupamento ai
£ira do outro, ou pela natureza ou pela ordem de seus ele

mentos.
Os arranjos completos de classe k, de n elementos,

tambem se dizem arranjos completos dos n elementos, k & k
ou tomados k & k.

42 - Notag#oc. - 0 nfimero dos arranjos completos de n
elementos, k & k, & denotado com 08 sfmbolos?

r)
A D o) gl
n,k nyk nyk n,k

43 - Teorema, - Para passarmos dos arranjos comple-
tos de classs k - 1, de n elementos (distintos), para ' 08
de classe k, dos mesmos elementos, coloca=8e depois de c2&
da agrupamento, cada um dos elementos dadose

gCom efeit;, suponhamos formados o8 arranjos comple-
tos de classe k = 1, de n elementos distintos. Para auxi-
liar O raciocfnio, suponhamos @as letras 8, Dy €5 4y O
dispostas duas & duas?

aa, ab, &cy ad, @ae, DD, eee ed, ©8o

A classe de cada agrupamento § k-1, e colocando -
se nele um elementoy torna-se de classe ki como vamos fOI
mar os arranjos completos, pdo importa que em alguns a-

e ———

i

grupamentos coloque-se um elemento que figzure neles, e
heja repeticéo.

Para provarmos que os agrupamentos formados, sdo os
arranjos (todos os arranjos) completos, dos n elementos,
k a k, temos que provar ainda, que dois egrupamentos
quaisquer diferem ou pele natureza ou pela ordem de seus
olementos, e ndo falta nenhum deles. Para isso suponha-
mos 0s a§rupamsntos formados, dispostos em colunas; 03
gue provem de um mesmo arranjo de classe k - 1, numa co-
luna, os que provem de outro, noutra coluna?

ase a@aba aca s.s bba «.s eda eea
aab abb acd «ss bbb +.. edb eed
aac abc &cC ess bbec ..s edc eec
aad adb acd ees Dbbd ees edd eed
ase 8be 8C8 +es DbDbe .o ede eee

Ora, assim dispostos, os agrupamentos que estédo n'
ue mesma coluna, diferem pela natureze do dltimo elemen-
to, © 08 que estB0 em colunas diferentes, na pior das hi
pdteses,; pela ordem ou natureza dos k - 1 primeiros ele-
mentos, porque ndo estando n'ua mesma coluna, eles for -
mam arranjos distintos de classe k - 1.

Para demonstrarmos que néo falta nenhum arran jo,pro
cedemos por &bsurdo. Suponhamos que falte um arranjo de
elasse k, dos n elementos dados. No casc que considera-
mos, suponhamos faltar © agrupamento.ggg, por exemplo. O
ra, desprezando-se © 41timo elemento desse agrupamento,
formemos um arranjo de classe k - 1, dos mesmos elemen~
tos; no caso, o arranjo ed. fsse arranjo ed, de classe
k - 1, deve estar entre os de partida. (partimos de todos
os arranjos campletos, de classe k - 1), aplicando-se
o teorema, deverfamos colocar depois déle o elemento des
prezado no agrupamento de classe k, e assim formar{amos
o arreanjo que, por absurdo, sup@nhamos ndo ter formadoe

Ese8lio. - Desde que os arranjos completos, um a um




< ADEY

de n elementos (distintos) sfio esses mesmos elementos, a
plicando-se o teorema anterior, podewos formar com eles
o8 arranjos oompletos de classe 2, com os de eclasees 2,
os de classe tres, e assim por diante ate os de classe
ke :

44 - Ioorcua, D'k-n-D ks

No teorema do nimero 43, vimos que cada arranjo da
classe k - 1, de n elementos (distintos), desdobra-se em
n arranjos completos de classe k, dos mesmos elementos,
e portanto, o nfmero dos arranjos obtidos 8 igual eo ni-
mero dos arranjos primitivos, Bé -1 multiplicado pelo

bra,

nfimero n em que cada um se de isto &,
s La alne
Dn’k o n'k s l
45 -~ Corolério. D! ,k = n®
=2orolarios Up .k

Observando-se gque D' 1= n, e aplicando-se a férmu-

la do teorema anterior, para valores secessivos de k, a
partir de 2, temos:

]
Dn 1 = n

D? n.D*
ny2 » n,l

D* = n.D!

ny,3 ne2

Qs 02000000000

D' = n.D*
nk = Bykel

Multiplicando-se membro a membro essas igualdades e
simplificandv-se o resultado temos:
k

? e :
Dn.k = N.N.Ne oook =1n k>1

R
Famy-

et

* 1
o
-
.
»
e -
b

ou ssja, o nimero dos arranjog completos de n elementos
(distintos), k a k, 8§ uma poténcia de n, cujo expoente &
k. 4
Lse8lio. - Nessa demonstraciic, supusemos k >1; para
k =1, o teorema &§ verdadeiro, pois

1
Dn’l snNs=n
§ 2. COMBINACOES COMPLETAS

46 - Definic8o. - Dados n elementos (distintos) cha
mamos combinac®es completas, de classe k, dos n elemen -
tos, aos agrupamentos sem repetico ou com repeticéo ,
formados com k dos elementos dados, de maneira que um a-
grupamento difira do outro, pela natureza de seus elemen
tos.

A diferenca diz respeito & natureza - dos elementos
que ocupam a mesma posi¢c@o em oada agrupamento supostos
na ordem natural. Assim os agrupamentos asaab, aabbb, er
bora tenham os mesmos elementos a e b, s8o combinagoes
distintas, pois o 3° elemento do agrupamento asaab & di-
ferente do 3° elemento do agrupamento aabbbe

Duas combinacOes da mesma classe, de n elementos
(distintos) s8o, portanto, distintas, guando n&oc tem os
mesmos elementos, ou gquando tém os mesmos elementos, mes
em nimero diferente. Nas combina¢bes aasab, aabbb apars-
ecem O0s mesmos elementos a e b; na primeira, no entan -
to, a aparece 4 vezes, e b, l, ao passo que na ’segunda,
8 aparece 2 vezes e b, tres.

As combinacGes completas de classe k, de n elecmen~
tos, também se dizem as combinagBes completas dos n ele~
mentos, k a k, ou tomados k a k.

47 - Notec#ios - O nfimero das combina¢Bes completas
de n elementos k a k, § denotado pelos sfmbolos:

)
cr (v
.k - n.k




Capftulo Quinto

PERMUTAGOES ,COl ELEMENTOS IGUALS
POLILONIO DE LEIBNIZ

§ 1. PERMUTACUES COL ELEMENTOS IGUALS

52 - Consideremos um conjunto de n elementos,nem to
dos distintos, formando os elementos iguais outros con -~

juntos, respectivamente de @, 8, ses A elementos.
Consideremos, por exemplo, um conjunto de 15 letras,

3 iguais e g8, 5 iguais a b, 2 iguais a ¢, 4 iguais a d,
e uma igual a g.

aaabbbbbcecdddde

E imediato que
a{-ﬂ + oo +R'.n

Em nosso exemplo

Z+54244+41=15

53 - DefinicZo. - Dados n elementos, nem todos dis-
tintos, chamamos permtacdes desses n elementos, aos a-
grupamentos formados com 08 n elementos dados, de manei-
ra que um agrupamento difira do outro pela ordem de seus

elementos.

54 - Notac#io. - Fara denotarmos o nfmero de permuta
¢des, de n elementos, nem todos distintos, formando os g

lementos iguais, outros conjuntos respectivamente de &,
Bs oo X elementos, usemos o sfmbolo

Pa ’p » eee R

n

B/
B

+
X
g

08 a8 s#io iguais, e cujo nfmero & 'i'i"

- 5] -
u.p. sse R

85 - Teorama;: ¥, =T
alBT . JR!

Para auxiliar o raclocf

: : nic, suponhamos 15 <
:Sl:m & 8, 5 iguals & b, 2 igueis a ¢, 4 1guails.e:1;8; 3
. gﬁsaig‘,m: m;p;nhamoa distintos, por um instante,os
Saont guais, afetando-os de fndices, para diferan -

a b b BSD I hiva o & @ 47 e

& a
 ai Gl B SRTY B B Tl el Wi Wy Y i

Supostos todos os element ;

: os distintos, o nf

perm;agaes que podemos formar com éles & n! iy
omemos agora essas permuta¢des e coloquemo-las em

colunas, pondo n'uma mesma verti
o cal, aquelas
80 pela posic@o relativa dos aa. Bt e e

818583800087 858,10 .MalN 8538700 +Saja Ta .. sLajaca;
alaaazA. oo alaaazl.. . .thNa:sRaz. . .Salaai‘az.; oo .Lalaz,‘a2
8,8, 8,400 aaalazl-. o olia I aiRaz. «+Saja Ta,ii.. .Laaelaa
aaalasA. oo azalaal.. ° .MazualRaa. .o SaaalTa 3\1 oo .I.azalaa
azaaalA. 0o "zaaﬁl“ ° .lrthaaRal. oo SaaasTalW. ° .Laaaaal
a 3azalA. oo aaaaall.. oolia allaznal. seSa aaz'rall. eeLa 39.2&1

E imediato que se supusermos os aa todos iguais, o

A nfimero de permutagdes distintas reduzir-se-& ao nimerods

colunas désse quadro, isto &, reduzir-se-§ &

n!

[+ 2

nl é‘“! <

Considerando-se &sses agrupamentos distintos, onde
!

T

=




- 58 -
aad cee aaal‘ eve Nd«aaa eoe Saalai eee Laaa

cologuamd-los em colunae, pondo-se nuue verticael, aque -
les que diferem sé pela posicEo ralativa dos bbs

C
Ublb2b3b4b5 ees Bblbz‘b5b4b5 eoe b1b2b3b4b50
Ubbbbb eee Bbb Cb bbb eee bbbbbU

21345 21 345 21345

I..O....O..'O..00..0.......0......0.0‘".‘0.

Ub5b4b3b2bl eoe Bb5b4cb3b2bl sos b5b4b3b2biU

Supondo-se agora que todos os bb se tornem iguais,
o némero de permutacSes distintas serf igual o nfimero de
colunas

n} ,:_.Bl;—_ n!

i B xlp

Vemos assim que tornando-s8 iguais os elemenios que
fizemos distintos, o nfmerc ds permitagdes reduz-se 80O
quociente, cujo dividendo & o numerc primitivo de permu~
gées e o divisor, o fatorial do nfimero dos elementos HoI

nados iguais.

Assim:
1) quando 0sS aa 88 tornem igusie, © némero de pere

matagdes &
sl
el
2) quando os bb depois se lornam iguais,
ot
xlB]
e assim por diante

Logo, quando o0s dltimos elementos se tornaram L

Bt .
LS

i -

SR

PR
guais, o nfmero das permutacBes serd

n !
d!ﬂ ce s R.!
Como entre as permutag3es obtides ndo falta nenhuma
das permutagoes que poderfamos former com os elementos
dedos. (nem todos distintos), porque essa falta implica-

ria out?a, nas permutacdes, gquando Os elementos foram tor
nedos distintos - o que seria absurdo, fica provado qu-e—

Pﬂ,ﬁ. sesh n!

n *EIBT oo X1
§ 2. POLINOMIO DE LEIBNIZ

56 - Vamos demonstrar a férmula

( "'&2"'000* )n Z nl s
g a? 3 a1! uzT ses p° al az aP
@+ bt ET

que nos permite calcular a poténcia n - esima de um poli

ndmio, sendo n inteiro e positivo.
A somatdria do segundo membro refere-se a todas a3

solugBes inteiras e ndo-negativas, da equagéo

d’l 4 “2 + oce +ad =1
P
a) Para demonstrgmos essa férmula, notemos primei
ro que um termo da poténcia 5

n
(a + az 4+ eoe # ap)

1

depois de desenvolvida, & um produto de n fatores.




-l

- Bl

Com eivito,
1) quando desenvolvemos

2
(al + &2 + ose ap) ’

cada termo é um produto de 2 fatores;
2) quando desenvolvemos

(31 + aa + cee #+ ag?a.

cada termo & um produto de Z fatores, e assim por dian -

i te.
. Os termos de

(al + az + 000 4 ap)n'

seréo, portanto, produtos de n fatores.
Essa proposicd@o pode ser demonstrada rigorosamente

por recorrencia, e dela a8 acenamos a demonstrac#o.
b) Notemos também, em segundo lugar, que nos ter-

mos de
n
(al + az + e0e + ap) ;

os finicos fatores que podem aparecer gdo os nineros 81,
8oy e ap e, portanto, um termo qualquer do desenvol -

vimento, & menos da ordem, serd da formas
a e & 8_ eee: cee 8 8 eee 8
b b S W Mt GonRBANF U
i A SRR ¥

~

Logo cada termo do desenvolvimento, entes da redu-
¢80 dos termos similhantes, terd a férma
az dp

1
al ° 32 eoe ap

- 85 =

c'l 4‘!2.‘ coe *‘!p =1

; BseBlis - Couvem obssrvar que nes parcelas do desen
voelvimento, podemos supor todos os termos al az see ap(‘f)

k- pelincmio, introduzindo-ss os que n#o aparecem, com o ex

= poente zerc. Na contagem do nfimero de fatores de um ter—
mo, no entanto, esses fatorss, com exposnte zero, devem

. gar dex;prezados.

e e¢) Notemos mais, em terceiro lugar, q: P

’ ; s qQue tode -
dutg de n fatores iguais a 81y 85y oo s qualguer qus

S9ja a ordem deles, § um termo da poté‘n:fa

( n
al + ﬁz + oee 4 ap)

Para auxiliar o raciocfnio, consideremos & poténcia

S
‘él + &2 + o0 + ab) 3
e provemos que o predute
a
1%2%2%5%

8§ um termo do desenvolvimen to.
Com efeito, este termo provem dos produtoss
1) do primeiro termo (al) do priweiro fator, pelo

gegundo termo (az) do segundo fator;
2) desse resultado (al.az), pelo segundo termo(az),

do terceiro fator;

3) désse resultado (alazaz) pelo terceiro termo

- la;) do quarto fator;
i 4) desse resultado (alazazaa ), pelo primeiro ter-

m (al) do quinto fator.

A

- Resulta, portanto, dessa observagéo que dado um ter
-~ Qg en

by

l.

Pt e A DT

i S SR o ™




Capftulo Sexto
CONGRUENCIA

62 - Definicéic. - Dados 2 nfimercs inteircs a e b e
um terceiro d, intsiro s go,_s_i_gv_q, diz-se que & & congwu
ente a b, em relacéio ac mddulo d, quando a diferenca a-b
§ divisivel por d.

4gsim 18 & congruente a 12, em relacio ac mddulo 3,
porque (18-12) & divisivsl por 2.

62 - Notac#o. - Para denotar-se que o nimerc g & cm
gruente a b, em relagdo ao mSdulo d, usem-se as expreg-
sBess

ashb (mod. a)
asbh mode. d
a=h soo @

que se ldem: g & congruente & b, em relagio a0 médulo d,
ou em relac@o a d.
A Qualquer uma das expressdes anteriol:ea chame-36 cone

gruencia e o sinal = , aingl_@eo congruencia.
ara denotar-se que o nimero g néo & congruante a
outrc b, em relacfio a um médulo d, usam-se as expressdest

aghb (mod. 4)
aﬂb mod. 4
a;b PR AN |

que se leem: @ néc § congruents a b, em relagdic ac mSau-
lo d, ou em relacéo a d.

~
63 - Teorems. - Todo nimero & congruente a &le mss-

ety > s

mo, em relacdio & um mddulo quelquer. (Fropriedede refle-
xiva da congrudncia).

Com efeito, por definic8o, para que se possa escre -
ver

a s a eee d

basta que a diferenca (a - a) seja divisivel por d. Como
a -as0, e o nimero zero § divisivel por qualquer nfme
ro 4, fica provado que

azsza eee d

64 - Teorema. - Se um nimero a & congruente a b, em
relacéo ao mddulo d, inversamente b é congruente a a, em
relacd@ic ao mesmo m8dulo. (Propriedade simétrica ou comu-
tativa da congruéncia).

Com efeito se,

a=sb eee d

por definic#o, (a - b) & divisivel por d; ora se (a - b)
& divisivel por d, (b - a) também o & e, portanto

bsa vee @
Bseblio. - Como, quando
aEb eee d
tambem
bga eee d
ao envez de dizermos a & congruente a b em relagdo ao md
dulo d, podemos dizer que & e b s8o congruentes em rela-

¢80 ao médulo d, isto 8, que um & congruente ac outro,em
relacdo ao mddulo d.

65 - Teorema. - Dois nfimeros congruentes a um tercei

' ro, em relagdo a um certo mddulo, s@o congruentes entre

ei, am relacdio ao mesmo m8dulo. (Propriedade transitiva




de congruencia).
Se jam

asbh cee @ (I)
TR g TN (11)
Vamos provar que
bEc eee d
Ora, por definigdio, de (I) e (II), temos
a-bsdg (1)
a~-cxdq (1I*)
sendo q e q' nfimeros inteiros.
Subtraindo-se membro a membro as igualdades 1'e II'
teremos
b-cs=dlg" -aq)
Ora, q e q' s@o nfmeros inteiros; logo q' - g 8
também inteiro; portanto, b - ¢ g divisivel por d e por
definic¢&o, podemos escrever:

bEec soe @

66 - Definic#o. - Toda relac3io com as propriedades
rveflexiva, simétrica e transitive toma o nome de relacdo

gguab:lle. ks i
A congruencia é, portanto, uma relag#o equabile.

67 - Teoreme. - Dadas duas congruéancias, com mddu -
los iguais, podemos somf-las membro a membro, conservan-
do-se o médulo (Carater ds uniformidade da congruencia ,
em relagdo & soma).

Sejam -

asb eood (I)
a’'z2 b'  ...d (11)

Vamos provar que

a+a b+ bos do

Por definicdo, de (I) e (II), tiramos
(111) a~-bgdg ( @ inteiro)
(Iv) a'- b'= dq* ( q* inteiro)

e somando-se membro & membro as igualdades III e IV, te-
mos

(a4 a') - (béeb') sdlqg ¢ q*)

Ora, se q e q' s8o inteiros, q + q* tambdm o &, o
(a+a') - (b+0b') &8 divisivel por d; por definicdo,por
tanto, podemos escrever

a4a'=b ¢! eee d

68 - Corolério. - Uma congruencia ndo se destroi,
quando aos dois membros, soma-se um mesmo nfmero, e con-
gserva-se o médulo.

De

asb ere d,

cQIno
CEC see d

temos, aplicando-se o teorema anterior

a+ceEbé¢ece eoe d

69 - Teorema. - Dadas duas congruéncias, com mfdu -
los iguais, podemos subtraf-las membro a membro, conser-
vando-se o mddulo (Carater de uniformidade de congruen -
eia, em relacéio & diferenca).

Demonstracdio anfiloga & do teorema do nfimero 67.

70 - Corolério. - Uma congruéncia ndio se destroi,
guando dos dois membros, tira-se um mesmo nimero e con -



sl

serva-se o mddulos 7
Demonstraco anfloga & do corolério do nfimero 6€.

”

. 71 - Teorema, - Em uma congruéncia, podemos trans -
por um termo de um membroc para cutro, contanto que 1lhe
muidemos o sinal.

Se
(1) a-bega® +b’ ves Qs
vamos provar que
a-a'"=b +0b' eee d

Com efeito, somando-se (b - a') aos dois membros de
(I) temos

(a-b)+(b-a)sla +b') +(b-a') .0
ou
a-a' =b+ Db eee d
72 - Teorema. - Uma congruencia n@io se destroi quan
do se multiplicam os dois membros por um mesmo nimero, e

conserva-se o médulo.
Se

ashb coe d,
Vamos provar que
a.c = b.c eso dy

Com efeito, se

por definicéo,
(1) a-b=dq (g inteiro)

Multiplicando-se os dois membros de (I) por ¢, te-

L A

a.c-besc=dlgec)

Como q e ¢ s&o0 inteiros, gec tembém o §, e a dife -
renca ac - be § divisivel por d; por definigéo

ac = be ese 4,

73 . Teorema. - Dadas duas congruéncias em relac@io
& um certo mu.lo, podemos mltiplicé~-las membro a mem -
bro, conservando-se o mSdulo. (Carater de uniformidede da

congrusncia, em relagéio ao produto).

Se jam
azbh eee 4,y
a'  b* e @

Vemos provar que
aa' = bb' eée Qo
Ora, de

asb Iy d.

‘ e a' = b' ess @

temos, respectivamente, pelo teorema anterior
aa® = ba' .0 4,
a'b £ bb* ... d

e aplicando-se a propriedade transitiva,
aa' = bb' ... d

74 - Teorema. - A condicso necessfria e suficiente

pere que dois nfmeros sejam congruentes em relagéo a um
terceiro, & que déem restos iguais divididos por esse
taerceiro.

a) A condicéio 8§ suficiente.




Capftulo Oitavo
EXERCICIOS E COMPLEMENTOS

1 - Formar as disposigdes simples, 3 a 3, das le -

tras a, b, c, d. o g
Primeiro formam-se as disposicdes uma a uma, depois
duas a duas, e finalmente 3 a 3. (Teorema do n® 10).

DisposicGes uma a uma:
PR Y e
Disposicdes d\mg a duas:
ab ba ca da
ac bec cb ab
ad bd ¢4 dc
Disposi¢des tres a tres:
abc acb adb bac bea bda
abd acd adc bad bed bde
cab cba cda dab dba dca
cad cbd cdb dac dbc dcdb
2 - Formar as disposic®es simples, 4 a 4, das le -
tras x, ¥s 2, te Que nome tomem essas disposicdes?
As disposi¢Bes formem-se segundo o teorema do n 2
10} essas disposigdes tem o nome de permutagdes.

3 - Quantas s3o as disposi¢des simples de classe
k - 2, de p elementos distintos?

Aplique-se a férmula fundamental, (teorems do n212)
e teremos a resposta: :

D kg = PP =1) eee (p-k+3)

4 - Quantos s8o as disposicBes simples de classe ..
k-1l, de p -1 elementos distintos?
Resposta:

Dp_l’k_1 @ (P=1) (p=2) eoe (P=k ¢1)

5 - Quantos =80 oz nfmeros de 4 algarismos ( todos
' distintos), que podemos formar com os algarismos 1, 2,4,
g 7. 8 e 9?

Os nfimeros de 4 algarismos sdo agrupamentos de clas
' 8@ 4; como os nfimeros devem ser de algarismos todos dis-
. tintos, os nfmeros serfio agrupamentos simples.
Ora, os nfimeros de 4 algarismos sao distintos quan-
- @0 tiverem algarismos distintos ou os mesmos algarismos
- em ordens diferentes; sBo, portanto, arranjos, e camo en
. tram em jogo 78 os algarismos 1, 2, 4, 7, 8 @ 9, & res -
- posta é estal teremos tantos nimeros, quantos forem as
. disposigles simples, de classe 4, de & elementos distin-

o

“hl. 106‘
: Dg,4 = 8e50de3 = 360

* 6 - Quantos s#io os nfimeros de 3 algarismos - todos
distintos, que existem em nosso sistema de numerag#io?

Aparentemente & resposta &:

D].O .3 = 100908 = 7w

oie, ha 10 algarismos em nosso sisteme de numerac#o.

] Ora, formando-se, no entanto, as disposigdes sim-
)les de classe 3, dos alagarismos 1;2,3,454449,0, forma-
3 agrupementos da forma:.

012 , 021 ... 098
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que ndo séo nfmeros de 3 algarismos e, portanto, devem
ser desprezados ne contagem doe nfimeros.

Para contarmos esses agrupamentos que principiam
por zero, podemos desprezar O Z8IO, pois ndo altera o nd
mero de agrupamentos:

012 Oal LR 098

Ora, desprezados os zeros, oS agrupamentos que eram
de classe 3, passam a ser de classe 2, e como eram sim-
ples, continuam simples ainda. Os elementos que entram
em jogo, nestes agrupamentos, desprezados 08 2er0s, séo
os algarismos significativos, e como ainda continuam a
diferir pela natureza ou ordem de seus elementos, 0s &a-
grupamentos que principiam por zero sdio tantos quantes as
disposicdes simples, de classe 2, de 9 elemsntos distin-
tos, pois & facil verificar-se que n#o ha omisséo desses
agrupementos, quando se desprezam OS ZeI0S, nas disposi~
¢Bes simples de classe 3.

Ha, portanto,

-— — - a.
910’3 - Dg.g e 10:9.8 = 948 = 9.8(10 = 1) = 98 = 648

n@imeros d; 3 algarismos, todos distintos, em nosso siste
ma de numerag#o.

7 - Quantos sdo 08 nfmeros de 5 algarismos, todos

distintos, que existem em nosso sistema de numerac#o?
- Resposta: .

D Dg .45 27680

10,5~

8 - Quantos nimeros de p algarismos, todos distin -
tos, podemos formar com 0s 9 algarismos significativos?
Resposta:

D = 943 oo (9 -~ P+ 1)

9,p
Esc8lio: neste exercfcio p&£ 9.

9 - Quantos nfimeros de p algarismos, todos distin -

ElEL,
tos, existem em nosso sistema
o de numerac#o?
Y10,p = Do,p-1 =
= 10,9 <0s (lU-p-O-l) - 98 e00 (E =D +2) =
=2 109 co0o (10-p+l) = 948 s0e (10-p+1) =
© 98 sos (10 = p 4 1)(10 - 1) = 9%.8.7 4us (10 = p & 1)

Escélio: neste exercfcio p<£10.

10 - Quantos sdo os nfimeros de k alga
distintos, no sistema de hase m% g s

Hespostat

 Bhgian s
myk = Om-1,k-1

Esclio: neste exercfeio k€m.

11 ~ Desenvolver a resposta do execrefeio anterior:

Da,k = Pl k-1

. 12 - Quantos sfo os nimeros inferiores a 1.C00, com

Bloarismos t
ey odos distintos, que existem em nosso siste -

" 0Os nfimeros inferiores & ~
'd algarismos. 1,000 sd@o nfimeros de 1, 2 e

3 Cra, ha

Dg.l = 9

Dlo.3 - Dg’z s 100908 b ot 908 = 648
Umeros de 1, 2 e 3 algarismos, todos dis

tint -
::gistema de numerag#o; ha, pc;rtanto % o000

2

9 + 8l +648 ¢ 738

b
4
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afmeros inferiores & 1.000, com algarismos todos distin-

tos em nosso sistema de numeragie

13 - Quantos sinais podemos fazer com 4 bandeiras de
cores diferentes, levantande-se 3 delas, uma depois da ou
tra, © néo se admitindo sinais com bendeiras da mesma -

cor? ;
tos de classe 3, & como nao

Og sinais s@o agrupamen
ge admitem bandeiras igueis num mesmo ginal, os agrupa -

mentos s8o sfmples ou sem ropetigéo.
Como os sinais s8o distintos quer sejam feitos por

bandeiras diferentes, ou as mesmas bandeiras levantadas

am ordens diferentes, teremos tantos sinais guantaahfo -

zm as disposicles simples de 4 elementos tres & tres,i.
T

D4’3 = 40302 - 34

14 - Quantos sinais podemos formar com foguetes de
7 cores diferentes, soltando-se 4 deles, um depois do ou
tro, e néo se admitindo sinais com foguetes de cores i-
guais? ,

Resposta:

D7.4 = 7e0e50ed = 840

15 - Trés estudantes possuem 4 paletds, 5 celgas e

6 chapdus. De quantos modos podem se vestir?
Os paletds podem ser distribuidos de Dy 3 = 24 mo-

dos diversos; as calgas de Dg 3= 60 modos, @ os chapéus
de Dy 3= 120, Assim podemos fazer

24 x 60 x 120 = 172.800

sgrupamentos diversos,

ge vestiren.
al nfmero representa aproximadamenta

Observem que t
o nfmero de dias de 473 anos, de quasi 5 séculose

16 - Definic#io de potencia
inteiro e maior que um, © um n=

k fatores consecutivos cujo menor fator & n:

¥
4
‘
A
-
B

ou modos distintos das 3 pessoas

fatorial - Dados um n® k
o tembem inteiro, chama-

mos poténcia fatorial de ordem k, do n? n, ao produto de

: - 85 -
n(n#l) (n+2) sce (n+k-1)

Por estens@o, se k for igual a um fazemos & potén-

cia fatorial igual & n.
A potencia fatorial de ordem k de wm n® n, indica-se

com o sfmbolo

n<

e portanto, por definig#o

k
n° e n(n ¢ 1) eeo (D #k ~1) para k D1

k
oL =1 perea ke 1

17 - Escrever a férmula do n® 12, que dé o valor de

Dn,k (e)mpregando-ae o sfmbolo da poténcia fatorial.
Ta,

Dn.kgn(n = 1)ives (=K ¢1)

Dn,k -(n-k#l) eee (n-l)n

Dy = (8 -k 41)"

Observem que este f8érmula é tembem verdadeira para

:'; o caso de k = 1.

Com efeito,

B e (mis 3
n'1...(!1 14+1)

D 1
n,l"n ¥R

18 ~ Demonstrar a relagéos
i - kel

(n#l) e D B(H‘l)io(k*l)o

Para k >1, temos




179 - Das permutac@es dos nifmeros 1, 2, 3, 4,.s. n,
qual a que gpresonta O menor e o maior n® de inversdes
em relacéic & permutacfo 1, 2, ... n? :

Réspostat & que apresente menor n? de inversdes &
1, 2, «+e n; © 8 que aprosenta meior n® & T ) D

180}~ Qual o n? de inversBes de permutac@o n{n-1)...
ees 1, em relacfo & pernutacdo 1, 2, ses 0%
Respostat

oooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooo

akn=-1) | R G S G TIE 8T

2

ooooooooooooooooooooooo
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