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O presente trabalho, sem a parte de exercicios, ja foi publicado,
sob forma de apostila.

Ele consta das aulas que demos vdrios anos, nos antigos cursos
pré-politécnicos; suas licoes servem de base a teoria dos determinantes,
assunto de outro livro de nossa autoria, ji publicado.

A matéria deste volume é bastante conhecida; parte dela era até
exigida nos programas da iltima série do curso ginasial, antes da Re-
forma Capanema. Estas ligoes ndo apresentam, portanto, nada de
original, a ndo ser quanto a exposigdo, em que talvez pequemos por
excesso, no desejo de ser claros e rigorosos nos conceitos.

Num dos capitulos deste livro, fizemos wm apanhado da teoria
da congruéncia, para simplificar as demonstragoes dos teoremas sobre
inversaes, de que tratamos tambem no fim do volume e apresentam
grande interesse em determinantes, de acordo com a orientacdo que
temos seguido, ao .expor esse argumento.

. i . O capitulo sobre congruéncia, neste volume, tem por fim, tambem,
amenizar um pouco estas licées, com assunto que requer outro me-
todo de exposicdo, bem como dar idéia de um conceito importantis-
: simo, com que se inicia a Teoria dos Nimeros.

. Na parte de exercicios, sequimos wma orientacio que julgamos
boa: alguns exercicios resolvidos e outros a resolver, logo depois. Os
exercicios foram ordenados sequndo os capitulos da parte tedrica, ten-
do em vista ainda as dificuldades de solugdo.

Esperamos que o presente volume seja de alguma wutilidade aos
alunos de nossos Colégios; nele encontra-se a parte de Andlise Com-
binatoria exigida nos programas atuais, alem das que eram -exigidas
antigamente e que julgamos ao alcance dos estudantes do sequndo ci-
clo ginasial, razao por que as deixamos em nossas Licdoes de Andlise
Combinatéria, com a vantagem de apresentarmos um livro mais com-
pleto sobre o assunto.

F. 'A. . LACAZ ‘NETTO

Sao Paulo, maio de 1943.




Capitulo Primeiro

GENERALIDADES. ARRANJOS, PERMUTACOES E
COMBINACOES SIMPLES

§ 1. GENERALIDADES.

| — Definigao de conjunto. — Chamamos conjunto a um enteV

ou a uma reuniio de entes. O conjunto de um s6 ente diz-se unitdrio.
Um ente qualquer de um conjunto denomina-se elemento do
conjunto.

2 - Conjuntos finito e infinito. — Um conjunto do qual \yo—
demos obter tantos elementos quantos quisermos, diz-se infinito.¥ O
conjunto dos néimeros inteiros, dos nimeros primos, dos pontos de
um segmento, sio exemplos de conjuntos infinitos.V,

Um conjunto que nio € infinito, diz-se jim'to.\/

3 — Agrupamento. — Um conjunto unitirio, ou um conjunto
finito, cujos elementos estejam dispostos em linha horizontal, deno-
minam-se agrupamentos.

O ntmero de elementos de um agrupamento chama-se classe do
agrupamento. Assim, os conjuntos abc, AEF, sio de classe 3. v’

Os conjuntos de classe 1, 2, 3 ... tambem se dizem wunitdrios,
bindrios. terndrios, etc. vV

4 — Agrupamentos simples e com repeticdo. — Um agrupa-
mento cujos elementos sejam todos distintos, isto é, um agrupamento
que nao tenha elementos iguais, diz-se simples ou sem repeticio.” No
caso contrario, com repeticio. v/
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5 — Notagao. — Os elementos dos conjuntos de que vamos tra-
tar, serdo representados: ’

a) por letras do alfabeto latino (maitisculas ou mintsculas) ;

b) por letras do alfabeto latino, afetadas de indice;

¢) por numeros naturais.

6 — Definicao de analise combinatéria. — Anilise combina-
toria ou calculo combinatério é o ramo da matemitica, que tem por
fim estudar as propriedades dos agrupamentos que podemos formar,
segundo certas leis, com os elementos de um conjunto finito.

§ 2. ARRANJOS E COMBINACOES.

7 — Dados dois agrupamentos de classes iguais, € natural consi-
dera-los distintos, sempre que tenham elementos diferentes. Assim con-
sideram-se distintos os agrupamentos ABC e ABD.

Quando os agrupamentos tém os mesmos elementos, mas dispos-
tos em ordens diferentes, éles podem ser considerados distintos ou nio,
conforme os entes que representarem. Por exemplo, si representar-
mos uma réta por 2 de seus pontos, A e B, AB e BA representam
a mesma réta, e assim os agrupamentos AB e BA devem ser consi-
derados iguais. Os numeros 34 e 43, no entanto, que podemos con-
siderar como agrupamentos dos algarismos 3 e 4, sio numeros dife-
rentes, e os agrupamentos 34 e 43, embora tenham os mesmos ele-
mentos, devem ser considerados distintos, pois, representam nameros
desiguais.

Dessas consideragdes resulta que ha agrupamentos que s6 se
consideram distintos, quando diferem pela natureza de seus elemen-
tos, e outros, quando, diferem pela natureza ou pela ordem dos ele-
mentos. Os primeiros tém o nome de combinacies, e os segundos.
de drranjos.

Arranjos sio, portanto, agrupamentos que diferem ou pela na-
turesa, ou pela ordem de seus elementos, e combinacies sio agrupa-
mentos que diferem s6 pela natureza dos elementos.

i il

§ 3. ARRANJOS SIMPLES.

8 — Definigio. — Dados n elementos (distintos), chamamos
arranjos simples, de classe k, dos n elementos, aos agrupamentos sem
repeti¢do, formados com k dos n elementos dados, de maneira que um

agrupamento difira do outro, ou pela natureza ou pela ordem de seus
elementos.

Os arranjos simples de classe k, de n elementos, tambem se dizem
os arranjos simples dos n elementos,  a b ou tomados k a k.

Ao envez de arranjo, usa-se ainda a palavra disposicdo; arranjo
passa por galicismo.

9 — Notagdo. — O ntmero dos arranjos simples de n elemen-
tos, k e k, ¢ denotado com os simbolos :

X _~\"‘k ou l),,’k

10 — Teorema. — Para passarmos dos arranjos simples, de
classe k—1, de n elementos (distintos), para os de classe k, dos mes-
mos elementos, coloca-se depois de cada agrupamento, cada um dos
elementos dados, e que nio figura néle.

Com efeito, suponhamos formados os arranjos simples, de classe
k—1, de n elementos (distintos). Para auxiliar o raciocinio, suponha-

mos as letras a, b, ¢, d, e, dispostas duas a duas:

\ A o e

g — TRy vy ~ ~—
\ "
A ac adf et T N

A classe de cada agrupamento é k—I1, e colocando-se néle um
clemento, torna-se de classe k; como cada agrupamento de partida é
simples, e coloca-se um elemento que ndo figura néle, ainda continua
simples. :

Para provarmos que ésses agrupamentos sio os arranjos, (todos
os arranjos), simples, dos n elementos, k a k, temos que provar ainda
que dois agrupamentos quaisquer diferem, ou pela natureza ou pela

ordem de seus elementos, e nio falta nenhum déles. Para isso, supo-
nhamos os agrupamentos formados, dispostos em colunas; os que pro-
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vém de um mesmo arranjo de classe k—1, numa coluna ; os que provem
de outro, noutra coluna:

aba saobeadbt i oi cda . ..., dea
abd iiaceiadeisi;..: «cdbis . cvedeb
abe'lacd ™ ade™ .. ‘cdel ... “dec

Ora, assim dispostos, os agrupamentos (ue estao numa colu-
na, diferem pela natureza do 1ltimo elemento, ¢ o0s que estio em
colunas diferentes, na pior das hipoteses, pela ordem ou natureza dos
k—1 primeiros elementos, porque, estando em colunas diferentes, os
k-1 primeiros elementos formam arranjos distintos.

Para demonstrarmos que nao falta nenhum arranjo, procedemos
por absurdo. Suponhamos que falte um arranjo simples, de classe k,
dos n elementos dados. No caso que consideramos, suponhamos fal-
tar edb, por exemplo. Ora, desprezando-se o ultimo elemento do
agrupamento, formamos um arranjo simples, de-classe k—1, dos mes-
mos elementos. (No caso do exemplo, o arpanjo ed). Isse arranjo
de classe k—1 deve estar entre os de partida ( partinmos de todos os
arvanjos de classe k—1), e aplicando-se o teorema, deveriamos colocar
depois déle, o elemento desprezado no agrupamento de classe k, pois,
o elemento nao figura no arranjo de classe k-—1, e assim formariamos
o agrupamento que, por absurdo, suptiinhamos faltar.

Escélio. — Desde que os arranjos simples, um a um, de n ele-
mentos (distintos), sdo ésses mesmos elementos, aplicando-se o teore-

ma anterior, podemos formar com éles, os arranjos simples de classe

dois, com os de classe dois, os de classe trés, e assim por diante, até
os de classe k, onde k forgosamente ¢ menor do que n.

11 — Teorema. Dy x = (n—k-4-1)D; 2,

No teorema do namero 10; vimos que um arranjo simples, de clas-
se k—1, de n elementos (distintos), desdobra-se em n—(k—1) =
= n—k+41 arranjos simples, de classe k, dos mesmos elementos, ¢
portanto, o niimero de arranjos obtidos é igual ao namero de arran-
jos primitivos, D, x_1, multiplicado pelo ntmero n—k-4-1 em que
cada um se desdobra, isto é,

!)n.,‘ - (ll'*k—f‘l Il)n,l 1

e B

12 — Corolario. D, x = n(n—1) ... (n—k+1) k> 1

Observando-se que D,; = n, e aplicando-se a formula do
teorema anterior, para valores sucessivos de k, a partir de dois, temos:

Dn,l = n
Dy2 = (n—1)Dy,

I)n,:: = (11—-—2) Dn’2

. -

Dax = (n1-—k+1)Dyis

Multiplicando-se membro a membro essas igualdades, e simpli-
ficando-se o resultado, temos;

Dpx = n(n—1) ... (n—k+1) R L |

ou seja: o namero dos arranjos simples de n elementos distintos, to-

mados k a k, para k > 1, é um produto de k fatores consecutivos,
cujo maior fator é n.

Escolio. — Para k = | _ja vimos que

Dy g, =10,

§ 4. PERMUTAGOES

13 — Definigao. — Os arranjos simples de n elementos (distin-
tos), cuja classe seja igual a n, tomam o nome de permutacoes désses
elementos. Permutacdes de n elementos (distintos) sio, portanto,
arranjos simples désses elementos, tomados n a n. :

Como os arranjos sao agrupamentos que diferem ou pela natu-
reza ou pela ordem de seus elementos, e nas permutagdes nio podem
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diferir pela natureza, pois, em todos os agrupamentos devem figurar
todos os elementos dados, podemos dizer que as permuta¢oes sao agru-
pamentos que diferem s6 pela ordem de seus elementos.

O teorema do ntmero 10 permite formar as permutagbes de n
elementos (distintos) ; basta formar os arranjos simples dos n ele-
mentos, n a n, a partir dos arranjos, um a um.

Em um capitulo especial sobre permutacdes, daremos outra ma-
neira de formar as permutacées de n elementos (distintos).

14 — Notacdo. — O numero das permutacoes de n elementos
(distintos) ¢é representado pelo simbolo

| 2

1S —iTeoreniy Pii = 227" ..n n > 1
J

Com efeito para calcularmos P, | sendo as permutagdes arranjos
particulares, basta na formula:

Dpx = n(n—1) ... (n—k+1)
do teorema do numero 12, fazermos k = n e portanto,
Py = Dpn = n(n—1) ... (n—n+1)

Trocando-se a ordem dos fatores, teremos:

i [ AR i |

16 — Definicao de fatorial. — Dado um nimero natural
n > 1, ao produto dos niimeros naturais de 1 a n, chamamos fatorial
do ntimero n. ou fatores n. O fatorial de um numero » é indicado

com os simbolos:

n! |[n =(n).

Por definigao, portanto:

ne=ilin =a(ny = 1.2= " n nEss el
Estendendo-se o conceito, fazemos ainda por definigdo:
P1- =% e Q==
Escélio. — Resulta dessa defini¢ac ¢ do teorema 13, que

Prii=sn:l

§ 5. COMBINACOES SIMPLES.

17 — Definigdo. — Dados n elementos (distintos), chamamos
combinagoes simples, de classe k, dos n elementos, aos agrupamentos
sem repeticao, formados com k dos n elementos dados, de maneira
que um agrupamento difira do outro, pela natureza de seus elementos.

As combinagoes simples, de classe k, de n elementos, tambem se
chamam as combinagdes simples dos n elementos, # a k ou tomados
roak.

Ao envez de combinagoes, usa-se ainda a expressio produtos
distintos.

18 — Notagao. — O ntmero das combinagoes simples de n
elemengos (distintos), k a k. representa-se com o simbolo

(.n.k

19 — Teorema. C, . — Apx : Px

Suponhamos, com eifeito, formadas as combinagoes simples de
classe k(k>1), de n elementos (distintos), cujo nimero G,y que-
remos determinar.




Para auxiliar o raciocinio, suponhamos as letrasa, b, ¢, d, e, com-
hinadas trés a trés:

abc abd abe ... cde.

Fazendo-se as permutagdes dos k elementos que figuram em cada
combinagao, vamos obter novos agrupamentos, ainda de classe k, e
sem repeticio, dos mesmos elementos. Esses agrupamentos sio 0s
arranjos (todos os arranjos) simples, de classe k, dos n elementos,
COIMO Vvamos provar.

Como ja vimos que os agrupamentos sio de classe k e simples,
resta-nos provar que dois quaisquer diferem ou pela natureza ou pela
ordem de seus elementos, e que nenhum arranjo foi omitido.

Com efeito, suponhamos que as permutagdes dos elementos de
cada combinagio sejam colocadas em colunas; as que provém de uma
combinacio, em uma vertical; as que provém de outra combinagio,
em outra vertical.

v

abc abd abe ... cde

acb adb aeb ... ced
“cab dab eab ... ecd
bac .bad bae .. dce _
bca “bda bea ... dec
cho /dba.eba ... ede

Assim dispostos, os agrupamentos de uma coluna diferem pela
ordem de seus elementos, e os de colunas distintas, pela natureza déles.

Nio pode faltar nenhum arranjo, pois, aquele que por absurdo,
supusermos faltar, a menos da ordem, serd uma combinacio de classe
k, dos n elementos. Essa combinagio, trocada a ordem de seus ele-
mentos, se for necessario, deve estar entre as combinagdes de partida,
devendo assim figurar na coluna das permutagdes dos elementos da
referida combinacio, o arranjo que suptinhamos faltar.

Lembremos que a ordem ndo influe na diferenciacio das combi-
nagoes, € por ésse motivo, os elementos, nas combinagoes, sao coloca-
dos sempre numa ordem que se diz natural; quando letras, na ordem

— 10 — 2

alfabética ; quando numeros, na ordem crescente ou decrescente de seus
valores. ;
Ora, no quadro atras, os arranjos simples, dos n elementos k a k,

ficam dispostos em C,x colunas, cada uma com Py agrupamentos, e
portanto, ‘

- " i,
An,k e (.n.k . l,g /qm : zrr",’
donde
n M N
Anx | -~ A 5!"?‘-
Cn.l — T ’ W
—1). ... .(n—
B e, ) Lm0
Iei2e usadsa il
Basta na formula anterior
Ay
Cn,k = ok
Py

substituir-se A, e Py por seus valores, dados pelos corolarios dos
niimeros 12 e 15.

Escolio 1 — Esse corolario pode ser enunciado assim: o numero
das combinagdes simples, de n elementos destintos, tomados k a k, para
k > 1, é uma fragao em que o numerador é o produto de k fatores con-
secutivos, cujo maior fator é n, e o denominador, tambem o produto
de k fatores consecutivos, cujo maior fator é k.

Esc?ho 2 — Para k = 1, o niimero de combinagdes de n ele-
mentos € n, o que é imediato; logo



Para k > 1

n(d—1) ... (n—K-1

|ty e 3

( .n_L.

11 § 3 - Ly! el 2
Multiplicando-se ambos os termos da fragao por {n-—x) -, ela nao
se altera, e portanto,

n(n—1) ... (- k+1).[(n k,lrfl

. Ve k!(n—k)!
ou
. n!
e k)
Escolio. ' facil verificar-se que essa formula € valida pa-
ra k 13

J

Capitulo Segundo

COEFICIENTES BINOMIAIS E TRIANGULO DE PASCAL

N

§ 1. COEFICIENTES BINOMIAIS.

22 — Defini¢ao. — Dados dois ntimeros inteiros n e k, n>>k>

chamamos coeficiente binomial de classe k, do ntimero n, a fracio

n(n—1) ... (n—k+41)
2 %5 AR 20D 1 R et

O coeficiente binomial de classe k, do ntimero n, é indicado com
o simbolo

n
@
‘or defini¢ao, portanto,
a3 n(n—1) ... (n—k+41) ¢
b 2K ol
(k) el Aol B :

[Zstendendo-se o conceito, ainda por definicao, sendo n e k natu-
rals, fazemaos

-

({]) =" para;n = k I



(E)_—.l para n = k =.0
(D =0 para n < k

O simbolo (E) , lé-se coeficiente binomial de classe k, do nime-

10 1, ou coeficiente binomial n sobre k. :
Por analogia com a fragiio ordinaria, n diz-se numerador do coefi-
ciente binomial, e k, denominador.

Escolio. — Resulta dessa defini¢io e do corolario do numero
20 que

C“v“ = (E) -’*

'
n! s

Iy
23 — Teorema. (k) — -m

Este teorema ja foi demonstrado para o caso den = k = 1 (teo-
rema do niimero 21) ; éle é valido para n == k = 0, como € facil veri-
ficar-se.

A expressio do segundo membro ndo tem sentido para n K k,
pois, ¢ desprovido de significado o fatorial de um numero negativo,
que néste caso aparece em denominador e, portanto, o teorema nac
é valido para n < k.

24— Tl @ =)

Aplicando-se o teorema anterior, temos

n!

1) A
(k) ~ k!(nk)!

A 2 n! i n!
k) = G 0] (k) k!

Mt © 9303

Logo
) = G2

Escolio. — Essa relagio, como a antecedente, da qual é um co-
rolario, ndo ¢é valida para n < k, pois, o segundo membro da expressio
nio tem sentido com o denominador negativo.

25 — Definiggo. — Os coeficientes binomiais cujos numerado-
res sdo iguais, e a soma dos denominadores é igual ao numerador (co-
mum), dizem-se complementares: um é o coeficiente binomial com-
plementar do outro.

O teorema anterior, que se chama teorema dos coeficientes bino-
miais complementares, pode ser enunciado assim: coeficientes bino-
miais complementares sio iguais.

v

Escélio. — O teorema dos coeficientes binomiais complémenta-
res € valido para n = k = 0, como ja vimos, e paran > k = 1 pode
ser demonstrado assim.

Formadas as combinagoes simples de n elementos, k a k, consi-
deremos os agrupamento de classe (n—k), formados com os elementos
dados, e que ndo figuram em cada combinagao.

Para auxiliar o raciocinio, suponhamos as letras a, b, c, d, e, com-
binadas duas a duas, e consideremos os dois conjuntos abaixo:

1) dh e vad e ashe S st da

2) cdeicbde i boer s X sade *iy g abe

o primeiro formado com as combinagdes simples dos elementos, dois
a dois, o segundo, dos agrupamentos que se obtém com as letras da-
das, e que nao figuram em cada combinagao.

Como de cada combinagio, forma-se um agrupamento do outro
conjunto, o nimero das combinagdes simples dos n elementos k a k,
¢ igual ao nimero de agrupamentos do segundo conjunto. Si provar-
mos que néste conjunto, estdo as combinacaes simples dos n elementos,
(n—k) a (n—Fk), ficaré demonstrada a relacio:

G = G ou

@ =G0

ity | el

o> ka1




Ora, como ja vimos, os agrupamentos do conjunto (2) sdo sim-
ples e de classe (n—k) ; éles diferem, um do outro, pela natureza de
seus elementos, pois si dois déles tivessem os mesmos elementos, as
combinagées que lhes deram origem, teriam tambem os mesmos ele-
mentos, o que seria absurdo. Os agrupamentos de classe (n—k) sio,
portanto, combinagoes simples, dos elementos dados, (n—k) a (n—k).

Para provarmos que ndo falta nenhuma combinagio, procedamos
por absurdo. Suponhamos que falte uma combinagio, no caso do
exemplo, acd. Ora, o agrupamento formado com os k elementos res-
tantes (be no exemplo dado) ¢ uma combinagao simples, de classe k,
dos elementos em jogo, e deve estar entre as combinagées de partida;
dela, portanto, com o critério dado, formamos a combinagio de classe
(n—k) que suptnhamos faltar. ILogo, no segundo conjunto estao as
combinagdes (todas as combinagoes) de classe (n—k), dos n elemen-
1os dados.

Como observamos atras, provado que no segundo conjunto estido
as combinagoes simples, (n—k) a (n—k), dos n elementos, fica de-
monstrada a relacao:

(:n,k - (‘n,n k ou E) - (nf_ k) n > k 2 ]

SRS n—k-+1
26 -+ Teol'em. (k) == (k'—‘l) . ’—k——
Por defini¢ao, para k > 1

n n(n—1) ... (n—k+41)
= s

Decompondo-se a fragao do segundo membro dessa igualdade,
temos ; (0
(n) :'n(n——-l) (n—k—}—Z_: 11———k+1
k4 oo obilsas -ob. 20 Glorid) k-

Ora, por defini¢ao, para k=1>1

( u(n——l) . (n—k+4-2)
- 1.27 ... (k1)

i3
;A
,5,
i
A
¢

Logo

A e

Escélio. — Nesta demonstragao, deve-se supor k-1>=2; é facil,
no entanto, verificar-se que a expressio € valida para n=k-1=0, ou
seja n=>k=>=1. Para k = 0, o segundo membro da expressio nio tem
sentido e, portanto, ela ndo verdadeira.

A expressio ¢ valida para n < k, como se verifica facilmente.

27 — Teorema. (kil) 4+ (rl:) A (114.-1)

Ora
n n
(k=1 = (k—1)
e pelo teorema anterior

k+l

B = P

Somando-se membro a membro essas igualdades, temos

L R ST N .

Pondo-se (k ) em evideéncia, no segundo membro, ficamos com

")+ @O =6 (1=

on

(k——l) L (k) = (k—l) n+l

ool adin o cplns SR o

ps, [

£
Bl

2= PR ‘ 4§




Somando-se membro a membro essas igualdades, simplificando-se
o resultado, e desprezado no primeiro membro, o coeficiente

k—1
( K ):‘_ 0
temos a relagio
k=1, vopy Koo o plstedy s, %) plon RO E S
(k_ _1) a - (k-~]) ST (l\ I‘ 2 oy Ll bt (k__]) — ( k )

e o teorema fica demonstrado

32 — Teorema das diagonais.
Do teorema anterior temos:

s

(k;:) az (k,k_]) + ... + (~I<»“- ]) =3 (n ]‘.“‘-)

Substituindo-se cada parcela e a soma pelo seu coeficiente bino-
mial complementar, a igualdade ndo se destroi e, portanto,

. n+1

k—L , /K : 1
( 0 )T (l\\) s (n-- -]!\'-f-]) = (p k—}-!)

« 0 teorema fica demonstrado.

Capitulo Terceiro

BINOMIO DE NEWTON

.

33 — Vamos deduzir a férmula do binomio de Newton, i. é, va-

‘mos provar que

\%

(a4b)* = (‘(‘)) a» + (‘;) i T AT & (2) b n

Faremos a demonstragio por recorréncia ou indug¢do matemdtica;

-portanto:

a) demonstraremos o teorema para um ou mais casos parti-
culares: n = 1,2,3.

b) suporemos a férmula verdadeira para o expoente n—I1 (na-
tural) qualquer; *

c) provaremos que se a formula for verdadeira para o expoente
n—1, sera verdadeira para o valor n, e assim ficard demons-
trado o teorema. A

Da definigio de poténcia, e da dlgebra elementar, sabemos que:

(a4b)! =a + b

(a4b)? = a? 4 2ab® 4 b?

(a+4b)® = a® 4 3a®h 4 3ab® + b®

(a+b)' = (g) 2 + ()b

iy 2o




R L5k (¥ ol 3 2 Rts
(‘1) a® <+ (]\ a‘bh + (3) ab® + (in b?

a formula do binomio € verdadeira para n 125

¢ portanto
emos supor que o desenvolvimento seja verdadeiro para

Ora. 1""}
o expoente n—1 (natural) qualquer, isto é, que

e A — (”' ']) et (“7 ]) a~1b 4 ... + (”'7}) b1

(a-+hb)

Supondo-se verdadeira essa formula, vamos demonstrar que o
teorema é verdadeiro para o valor n do expoente, isto é, que

(a<-b)" : (:") a" <4 (1-)},; 1L gt (\1\) "

Ora, por hipotese, temos

\ .an—r v ! c n-—1 n—
— ( ) a’ h e Oy o ( 2) :l‘) - \” 1) b 1

Multiplicando-se ambos 0s membros dessa igualdade por a-4b, €
aplicando-se a relacdo de Stifel, na redugio dos termos semelhantes,

vamos ter:

iy e

ast+b=a-4+0b
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substituindo-se

gy - e~ (f)

e
(::1 o (:)
temos que
(a4b)" = (3) a4+ (r]\) a™b + ... +(:) b® n:=4

Fica, portanto, demonstrado que se a f6rmula do binéomio for ver-
dadeira para o expoente natural n—1, serd verdadeira para o valor n.
Ora a formula é verdadeira os valores 1, 2 e 3; logo sera ver-
dadeira para o valor 4; sendo verdadeira para o valor 4 serd para 0
nfimero 5 e assim por diante, sendo, portanto, verdadeira para um ex-

poente natural n qualquer, igual ou maior que 1.
Empregando-se 0 sinal de somatéria, a féormula do binomio de

Newton pode ser escrita assim:

(a-+b)" :Z(l‘) ar—1p!
0 1

34 - Corolario. (a—b)" =Z (—1)! ('i") an—1h!
=i
Com efeito,

R PR e Yy ey B ol el
0 I

-— 32 —

T R

R e ¥

= 35 4 R -
_Z‘ (l) a"'(—1.b) :Zl("‘) a™Y{(—1)1pt =

=2i<-—1)' (1) arpt
0

Logo

(a—b)» =Z.(———1)" (?) an—ip 2

\%

34 — Teorema das linhas, no tridngulo de Pascal.

Se na férmula do Hinémio
n
@b =Y (D) o
) i(i) ar—ib!
1]
fizermos a =— b = 1, vamos ter:

2" =2ni (?) I gl

ou
n
n
So-
=y
o que demonstra o teorema das linhas.

35 — Se na féormula do binomio

A\

(a—b)™ =$l (=1 (‘:) av—iht : &

e )




Capitulo Quarto

ARRANJOS E COMBINACOES COMPLETAS

§ 1. ARRANJOS COMPLETOS

41 — Definigdo. — Dados n elementos (distintos), chamamos
arranjos completos de classe k, dos n elementos, aos agrupamentos sem
repeticio ou com repeticao, formados com k dos u elementos dados, de
maneira que um agrupamento difira do outro, ou pela natureza ou pela
ordem de seus elementos.

Os arranjos completos de classe k,"de n elementos, tambem se di-
zem arranjos completos dos n elementos, k a k ou tomados k a k.

42 — Notagdo. — O ntmero dos arranjos completos de n ele-
mentos, k a k, é denotado com os simbolos:

’ ’ 1)(r) \(r
‘\n.k I)u.k a7 \uJ;
43 — Teorema. — Para passarmos dos arranjos completos de

classes k—1, de n elementos (distintos ). para os de classe k, dos mesmos
elementos, coloca-se depois de cada agrupamento, cada um dos elemen-
tos dados.

Com efeito, suponhamos formados os arranjos completos de classe
k—1, de n elementos distintos. Para auxihiar o raciocinio, suponha-
mos as letras a, b, ¢, d, e, dispostas duas a duas:

aa, ab, ac, ad, ae, bb, ... ed, ce.

— 38 —

E————

A classe de cada agrupamento é k—1, e colocando-se nele um ele-
mento, torna-se de classe k; como vamos formar os arranjos comple-
tos, ndo importa que em alguns agrupamentos coloque-s¢ um elemento
que figure neles, e haja repetigao.

Para provarmos que os agrupamentos formados, sao os arranjos
(todos os arranjos) completos, dos n elementos, k a k, temos que pro-
var ainda, que dois agrupamentos quaisquer diferem ou pela natureza
ou pela ordem de seus elementos, e ndo falta nenhum deles. Para isso
suponhamos os agrupamentos formados, dispostos em colunas; os que
provém de um mesmo arranjo de classe k—I1, numa coluna, os que
provém de outro. noutra coluna:

aaa aba aca ... bba ... eda eea
aab abb acd ... bbb ... edb eeb
aac abc acc ... bbc ... edc eec
aad abd acd ... bbd ... edd eed
qae  abe ace’ i.. ;bbe ittt ede  eéee

Ora, assim dispostos, os agrupamentos que estdo n'ua mesma co-
juna, diferem pela natureza do tltimo elemento, e os que estao em
colunas diferentes, na pior das hipoteses, pela ordem ou natureza dos
k—1 primeiros elementos, porque nido estando n'ua mesma coluna,
¢les formam arranjos distintos de classe k—1.

Para demonstrarmos que ndo falta nenhum arranjo, procedemos
por absurdo. Suponhamos que falte um arranjo de classe k, dos n
elementos dados. No caso que. consideramos, suponhamos faltar .0
agrupamento edd, por exemplo. Ora, desprezando-se o ultimo elemen-
to désse agrupamento, formamos um arranjo de classe k—1, dos mes-
mos elementos ; no caso, o arranjo ed. Rsse arranjo ed, de classe k—1,
deve estar entre os de partida (partimos de todos os arranjos completos,
de classe k—1), e aplicando-se o teorema, deveriamos colocar depois
déle o elemento desprezado no agrupamento de classe k, e assim for-
mariamos o arranjo que, por absurdo, suptinhamos nio ter formado.’

Escélio. — Desde qué os arranjos completos, um a- um, de n
clementos (distintos) sio ésses mesmos elementos, aplicando-se o teo-
rema anterior, podémos formar com éles os arranjos completos de
classe 2, com os de classe 2, os de classe trés, e assim por diante, até
os de classe k.




44 — Teorema. D), = n.D . |

No teorema do nimero 44, vimos que cada arranjo de classe k—1,
de n elementos (distintos), desdobra-se em n arranjos completos .de
classe k, dos mesmos elementos, e portanto, o nimero dos arranjos
= ) - . . - 24 _Ee S ’ l-
obtidos é igual ao nimero dos arranjos primitivos, D}, . muitipl
cado pelo ntimero n em que cada um se desdobra, isto €,

1 JA R TS P

nk nk—1

45 — Corolario. 1/ = n’

e D’ = » aplicando-se a formula do teo-
Observando-se que D7 =~ = n, ¢ aplics

rema anterior, para valores sucessivos de k, a partir de 2, temos:

B[4SR | p
ni

D/, = 11.])"‘]

Diy = n.D;,
D, =n.D

ipli ssas 1gue 5 e simplifi-
Multiplicando-se membro a membro essas igualdades e simp
cando-se o resultado temos:

Do d =) man.ag iV g = n* k7>l

ou seja, o niimero dos arranjos completos de n elementos (distintos),
k a k, é uma poténcia de n, cujo expoente € k.

»

Escélio. Nessa demonstragio, supusemos k > 1; parak =1,
o teorema ¢é verdadeiro, pois
D’ =n=n
nl
O

§ 2. COMBINACOES COMPLETAS

46 — Definigdo. — Dados n elementos (distintos), chamamos
combinagées completas, de classe k, dos n elementos. a0s agrupamen-
tos sem repeticdio ou com repeticdo, formados com k dos elementos
dados, de maneira que um agrupamento defira do outro. pela natureza
de seus elementos.

A diferenca diz respeito 4 natureza dos elementos que ocupam a
mesma posi¢ao em cada agrupamento. Assim os agrupamentos aaaab,
aabbb, embora tenham os mesmos elementos a e b, sdo combinagées
distintas, pois o 3.2 elemento do agrupamento aaaab é diferente do
3.2 elemento do agrupamento aabbb .

Duas combinagdes da mesma classe, de n elementos (distintos )
sdo, portanto, distintas, quando niio tém os mesmos elementos, ou quan-
do tém os mesmos elementos, mas em ntimero diferente. Nas combi-
nagoes aaaab, aabbb aparecem os mesmos elementos a e b: na primeira,
no entanto, @ aparece 4 vezes,'e b, 1, ao passo que na segunda, a apa-
rece 2 vezes e b, trés.

As combinacées completas de classe k, de n elementos, também
se dizem as combinagdes completas dos n elementos, k a k. ou tomados
kak.

47 — Notagdo. — O namero das combinagdes completas de n
elementos k a k, é denotado pelos simbolos :

% [
Sk by Cax

o X - o
48 Teorema. Ln'k = _"k—"‘ (‘..,k—l k,> 1

Para deduzirmos essa férmula, vamos proceder. a contagem, de
duas maneiras distintas, de um mesmo elemento, em todas as combi-
nagdes completas, de classe k, de n elementos (distintos). Os resul-
tados dessas contagens devem ser iguais, e igualando-se ésses resulta-
dos, deduziremos a férmula acima.

Suponhamos formadas as combinagées completas de classe k, de
n elementos (distintos), cujo nimero é Cox

LW




Para auxiliar o raciocinio, suponhamos as letras,

AuttgsCh - dh it

combinadas trés a trés:

aaa aab aac aad ... aee bbb bbc ... eee

O ntmero total de clementos, em todas as combina.qées. € kK.C:
havendo C/ | agrupamentos e k elementos em ‘cada um (!cles. s B

Su pondo-xc que cada elemento aparega 0 mesmo numcrc? e v ¢
nésses agrupamentos, isto €, supondo-se, por exemplo, que si a a’xp.are
cer 100 vezes ao todo, b, ¢ , d , e tambem aparecam 100 vezes, € l:::
diato que o nimero de vezes que um elemento aparece nas combi

coes é: f

..__E_ —_ .i\_ : Ll’”‘
n n \:

Ora. contemos um elemento, de outra maneira. e
1 e . Para
Contemos o primeiro elemento, a letra a, no exemplo dado

isso, tomemos fodas as combinagdes que contenham ésse elemento:
aaa aab aac ... abb abc ... aee

¢ contemos a letra a da seguinte maneira: _
1.2) contemos os aa que figuram em primeiro lugar, em todas

as combinacées; St
2.9) contemos 0s aa restantes, € somemos os resultados.

Para contarmos os ga que figuram em primeiro lugar, em cada
combinacio, desprezemos esse 1. elemento, € contemos_os agrupamen-
tos formados, pois é imediato que os aa desprezados sao tantos quan-
tos 0s agrupamentos que formamos:

aa ‘ab- ac) '2tubbi bevi, ledlee

v O

Ora, os agrupamentos que eram de classe k, desprezado um ele-
mento, ficam de classe k—1 ; como as combinagbes eram completas,
desprezada,_a letra @, ainda continuam completas e algumas delas com
essa letra a. e portanto, os agrupamentos sio agrupamentos completos,
de classe k—1, dos n elementos dados.

Come, os agrupamentos de classe k, de que partimos, eram combi-
nagées, cles diferiam pela natureza de seus elementos, mas nio pela
natureza do primeiro, semipre igual a letra a. Ora, tirando-se esta letra,
0s agrupamentos ainda continuam a diferir pela natureza dos seus ele:
mentos ; sao, portanto, combinacées, e justamente as combinagdes ( fo-
das as coimbinagies) completas, de classe k—1, dos n elementos dados,
porque podemos demonstrar que entre os agrupamentos de classe k—1
nao falta nenhuma combinagio.

Com efeito, se por absurdo, supusermos faltar uma combinagao.
de classe k—1, acrescentando-se um a a ésse agrupamento, formaremos
uma combinagio de classe k. Nio havera importancia de haver repe-
tigdo, pois, estamos tratando de agrupamentos completos.

Ora, essa combinagio de classe k deve estar entre as de partida
¢, portanto, dessa combinagio, desprezada a letra que lhe haviamos
acrescentado,. formamos a combinagio de classe k—I, que por absur-
do, suptinhamos faltar.

Dessas consideragées, resulta que o numero de aa que figuram

em primeiro lugar, em todas as combinagoes, é igual a Chids

Para contarmos os outros aa, que estdo nos agrupamentos de clas-
se k—1, formados quando se despreza a letra a, que encabega as com-
binagoes. podemos aplicar a formula (1), e o seu niimero é, portanto

»

k=19 ("

K—1

n ) Bkl

Resumindo-se o exposto:

1) o ntmero de aa em todas as combinagoes é




Capitulo Oitavo

EXERCICIOS E COMPLEMENTOS

1 — Formar as disposigoes simples, 3 a 3, das letras a, b, ¢, d.

Primeiro formam-se as disposigdes uma a uma, depois, duas a
duas, e finalmente 3 a 3. (Teorema do n.° 10).

Disposigoes uma a uma:

a5 C D e citd
Disposigoes duas a duas:

ab ba ca da
ac bc.: ocb db
ad bd, . .cd de

Disposigoes trés a trés:

abc - gcb - ‘adb < bac ;i bca . hda
abd acd adc bad bed bde
cab cha cda dab dba dca
cad c¢bd cdb dac dbc dcb

2 — Formar as disposigdes simples, 4 a 4, das letras x, vy, z, t.
(Jue nome tomam essas disposigoes ?

As disposiceds formam-se segundo o teorema do n.° 10; essas
disposi¢oes tém o nome de permutagoes.

R

R

3 — Quantas sio as disposigoes simples de classe k=2, de p ele-
mentos distintos ?

Aplique-se a formula fundamental, (teorema do n.° 12), e teremos
a resposta:

Dyx—2 = p(p—1) ... (p—k+3)

4 — Quantas sio as disposicies simples de classe k—1, de p—I1
elementos distintos?
Resposta :

Dyoin-1 = (p—1)(p—2) ... (p—k+1)

5 — Quantos sao os nimeros de 4 algarismos (todos distintos),
que podemos formar com os algarismos 1, 2,4, 7,8 e 97

Os nameros de 4 algarismos sio agrupamenos de classe 4; como
os nimeros devem ser de algarismos todos distintos, os niimeros serio
agrupamentos simples.

Ora, os nameros de 4 algarismos sdo distintos quando tiverem
algarismos distintos ou os mesmos algarismos em ordens diferentes ;

. sdo, portanto, arranjos, e como entram em jogo s6 os algarismos 1, 2,

4,7, 8¢9, a resposta € esta: teremos tantos ntimeros, quantos forem
as disposicoes simples, de classe 4, de 6 elementos distintos, 1.é.:

D(;J = 65.43 = 360

6 — Quantos sao os nimeros de 3 algarismos — todos distintos,
que existem em nosso sistema de numeragio?
Aparentemente a resposta €:

Dios = 10.9.8 = 720

pois, ha 10 algarismos em nosso sistema de numeragao.
Ora, formando-se, no entanto, as disposigoes simples de classe 3,
dos algarismos 1,23 4,...9,0, formaremos agrupamentos da forma:

012, 021 ... 098

i




que ndo sdo nimeros de 3 algarismos e, portanto, devem ser desprezados
na contagem dos ntimeros.

Para contarmos esses agrupamentos que principiam por zero,
podemos desprezar o zero, pois nao altera o niimero de agrupamentos :

021 098

Ora, desprezados os zeros, os agrupamentos que eram de classe 3,
passam a ser de classe 2, e como eram simples, continuam simples
ainda. Os elementos que entram em jogo, nestes agrupamentos, despre-
zados os zeros, sao os algarismos significativos, e como ainda conti-
nuam a diferir pela natureza ou ordem de seus elementos, os agrupa-
mentos que principiam por zero sio tantos quantas as disposigoes sim-
ples, de classe 2, de 9 elementos distintos, pois é facil verificar-se que
ndo ha omissdo desses agrupamentos, quando se desprezam os zeros,
nas disposicoes simples de classe 3.

Ha, portanto,

Dlo'a T Dny-_i = 109?\'—‘)8 = 98(101—1) p— 928 — 648

nameros de 3 algarismos, todos distintos, em nosso sistema de nume- _
ragao.

7 — Quantos sdo os numeros de 5 algarismos, todos distintos, que
existem em nosso sistema de numeragio?
Resposta :

“10,5 T ¢ Du,{ — 22680

8 — Quantos nameros de p algarismos, todos distintos, podemos
formar com os 9 algarismos significativos ?
Resposta :

Do, = 9.8 ... (9—p+1)

Escélio: neste exercicio p < 9.

9 — Quantos numeros de p algarismos, todos distintos, existem
em nosso sistema de numeragao?

s

Resposta :
Dyop — Dy =
= 10.9 ... (10—p41) — 9.8 ... (9—p+2) =
; 10.9 ... (10—p+1) — 9.8 ... (10—p+1) =

=9.8 ... (10—p+1)(10—1) = 92.8.7 ... (10—p+1)

Escélio: neste exercicio p < 10.

10 — Quantos sao os nimeros de k algarismos todos distintos,
70 sistema de base m ?

Resposta :
I)m,k SRLT Dm—l,k—~l
Escolio: neste exercicio k < m.
11 — Desenvolver a resposta do exercicio anterior :

Dm,l Ao Dm—l,k—l

12 — Quantos sao os nimeros inferiores a 1.000, com algarismos

todos distintos, que existem em nosso sistema ?

Os nameros inferiores a 1.000 sd@o niimeros de 1, 2 e 3 algarismos.

Ora, ha
Do’l = 9

Dyo2 — Dyy = 90 — 9 = 8l
Diyo,s — Dg2 = 10.9.8 — 9.8 = 648

numeros de 1y 2 e 3 algarismos, todos distintos, em nosso sistema de
numeragio; ha, portanto '

9 + 81 4 648 = 738

T




numeros inferiores a 1.000, com algarismos todos distintos em nosso-

sistema de numeragao.

13 — Quantos sinais podemos fazer com 4 bandeiras de cores
diferentes, levantando-se 3 delas, uma depois da outra, e nio se admi-
tindo sinais com bandeiras da mesma cor?

Os sinais s3o agrupamentos de classe 3, e como nio se admitem.

bandeiras iguais num mesmo sinal, os agrupamentos sio simples ou
sem repetigao.

Como os sinais sio distintos quer sejam feitos por bandeiras dife-
rentes, ou as mesmas bandeiras levantadas em ordens diferentes, teremos

tantos sinais quantas forem as disposicdes simples de 4 elementos trés.

atrés,1.¢é. :

D.|‘3 — & e e — 24

14 — Quantos sinais podemos formar gom foguetes de 7 cores.
diferentes, soltando-se,4 deles, um depois do outro, e nio se admitindo-
sinais com foguetes de cores iguais?

Resposta :

by g OO A == R

15 — Trés estudantes possuem 4 paletés, 5 calgas e 6 chapéus.
De quantos modos podem se vestir?
Os paletés podem ser distribuidos de Dy 3 = 24 modos diversos ;

as calgas de D5 3 = 60 modos, e os chapéus de Dgs = 120. Assim
podemos fazer

24 X 60 X 120 = 172.800

agruparentos diversos, ou modos distintos das 3 pessoas se vestirem.
Observem que tal niimero representa aproximadamente o ntimero
de dias de 473 anos, de quasi 5 séculos.

-

16 — Definicao de poténcia fatorial. - Dados um n.° k intei-
r0 € maior que um, e um n.° n tambem inteiro, chamamos poténcia fato-

B

{
3
!
¥
24

rial de ordem k, do n.° n, ao produto de k fatores consecutivos cujo
menor fator é n:

n(n+41i)(n42) ... (n4k—1)

Por estensao, se k for igual a um, fazemos a poténcia fatorial
igual a n.

A poténcia fatorial de ordem k ‘de um n.° n, indica-se com o
simbolo

n*
e portanto, por defini¢io
1t = A1) k=] ) para k > 1
= para k = 1
17 — Escrever a formula do n.° 12, que dé o valor de D, em-
pregando-se o simbolo da poténcia fatorial.

Ora,
Dux = n(n—1) ... (n—k+1)
Dyx = (n—k+1) ... (n—1)n
D« = {n—k-1)k

Observem que esta formula ¢
detict=—n1
Com efeito,

tambem verdadeira para o caso

Dni = (n—14-1)1t
Dpy = n = n

N85




. - - ) .
Resposta: a que apresenta menor n.® de inversoes ¢ Lv2patins
e a que apresenta maior n.° € n(n—1) ... 1.
180 — Oual o n.? de inversoes da permutacdo fla-1)=50 B
-~
em relagio a permutagio 1,2, ... n?
Resposta : %
INDICE
n(n—I1)
2
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* Este trabalho foi composto e im-
presso em junho de 1943, no Estabe-
lecimento Grafico “Cruzeiro do Sul”,
Rua Santo Antdnio, 93 - Sao Paulo.
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