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PREFACIO

No ano passado, publiquei wm livrinho sobre determinantes —
TEORIA ELEMENTAR DOS DETERMINANTES.

No preficio désse trabalho, comprometi-me a escrever um v0-
lume sobre formas e equagdes lineares, uma das wmais fdceis e iteis
aplicagoes dos determinantes e argumento, ainda, dos programas afi-
ciais de matemdtica, no Curso Cientifico.

Cumprindo a promessa, sai hoje FORMAS E EQUACOES
LINEARES. Consta o livro de 8 capitulos: o pentltimo tem por
objeto o teorema de ROUCHE-CAPELLI, que domina toda a teo-
via das equacdes lineares; 0 wltimo capitulo é de exercicios e com:
plementos; os exercicios, ma swa wmaioria, $@o numéricos e 0s com-
glementos versam, na_parte mais interessante, sobre os elementos do
TEORIA DAS MATRIZES.

Pela importincia da matéria, de grande aplicacio, espero que o
bresente volume preste algum auxilio dqueles que se iniciam no es-
tudo da Matematica.

F. A. Lacaz Netto

-

SA40 P4 ULO, JULHO DE 1944.




Capitulo Primeiro

MATRIZ RETANGULAR. CARACTERISTICA.
TEOREMAS PRELIMINARES

T A, et

1. Definicio. Chamamos matriz retangular (m,n) a um
quadro formado de mn niimeros, dispostos ordenadamente em m linhas
(horizontais) e n colunas (verticais), todos dentro de duas barras

duplas.
Um n.° de u'a matriz retangular denomina-se elemento da matriz.

Um elemento de u'a matriz é representando sempre pela mesma
letra, afetada de dois indices, a,, por exemplo: o primeiro indice
denota a ordem da linha, e o segundo, a ordem da coluna a que pertence
o elemento.

U’a matriz (m,n), cujos elementos sdo representados pela mesma
letra a, afetada de dois indices, é, portanto, um quadro da forma

d1n

a2

2. Notagdo. A matriz (m,n), cujo elemento genérico é re-

presentado por a., ¢ indicado pelos simbolos

i Ars

r =12 ii.'m
s e R
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3. Matriz nula. Definicdo. Quando os elementos de u'a ma-
triz forem nulos, a matriz diz-se nula.

4. Menor extraido de u’'a matriz. Dada u'a matriz (m,n),
ao determinante formado com os elementos comuns a k linhas e colu-
nas dessa matriz — conservada a ordem déles, chamamos determinante
extraido da matriz.

5. Teorema. O namero de determinantes de ordem k, que
[ 0 . - 1w n
podemos extrair de u'a matriz (m,n) é igual a2 (). ()
Imediato.

6. Caracteristica de u’a matriz. . Chamamos caracteristica
de u’'a matriz retangular (m,n) a ordem maxima do determinante ou
determinantes diferentes de zero que pudermos extrair dessa matriz.

Suponhamos ua matriz (5,6), com elementos nem fodos nulos.

Dessa matriz, podemos extrair, pelo menos, um determinante de

ordem 1, diferente de zero; se todos os determinantes de ordem 2 que

pudermos extrair dessa matriz forem nulos, forgosamente os de ordem
3. 4 e 5 também o serdo, e dizemos que a caracteristica da matriz é 2.

Se, pelo menos, um determinante de ordem 2 for diferente de zero,
e todos os de ordem 3, forem nulos, forgosamente os de ordem 4 e 5
serao iguais a zero e dizemos que a caracteristica da matriz é 3, e
assim por diante.

Escolio: se a matriz é nula, sua caracteristica é zero.

7. Determimante principal. Defini¢do. Qualquer determi-
nante diferente de zero e de ordem mdxima, que pudermos extrair de
w'a matriz retangular, diz-se determinante principal da matriz.

Escélio: resulta dessa definicio que u'a matriz pode admitir
mais de um determinante principal; na pratica, chama-se, no entanto,
de determinante principal da matriz, aquele que se calcula.

8. Teorema. A caracteristica de u'a matriz (m.,n) é igual,

no maximo, ao menor dos niimeros m e 1.

. Imediato.
£ ]
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9. A-fim-de facilitar o enunciado de algumas proposigdes,
por definigao, chamaremos

1) de filas, as linhas e colunas de u’a matriz retangular ;-

2) de filas paralelas, as linhas ou as colunas;

3) de elementos correspondentes de 2 linhas (ou colunas), os
elementos que pertencerem a mesma coluna (ou linha).

Diremos, ainda, por definigio. :

a) que uma fila é nula quando todos os seus elementos forem
nulos;

b) que duas filas paralelas sao iguais, quando os elementos cor-
respondentes forem iguais;

c) que duas filas '[’arall’las sdo proporcionais, quando os ele-
mentos correspondentes forem proporcionais, i.é., formarem uma pro-
porcao.

Ainda por defini¢ao:

a) multiplicar uma fila por wm mimero, significa multiplicar
todos seus elementos por ésse nimero;

B) somar a wma fila, outra paralela, significa somar aos ele-
mentos da primeira, os elementos correspondentes da segunda ;

y) trocar a posicao de 2 filas paralelas, significa trocar a posi¢ao

de seus elementos correspondentes.

10. Teoremas. Sio imediatas as seguintes proposigdes
sobre caracteristica de u'a matriz (m,n):

a) quando se trocam ordenadamente as linhas pelas colunas,
em u'a matriz retangular, a caracteristica ndo se altera;

b) se trocarmos a posicio de duas filas paralelas, em u’a matriz
retangular, a caracteristica ndo se altera;

¢) se u'a matriz retangular tem filas paralelas iguais ou propor-
cionais, a caracteristica ndo se altera, quando desprezamos todas filas
iguais ou proporcionais, menos uma;

d) quando se multiplica uma fila de u'a matriz retangular por
um numero diferente de zero, a caracteristica nao se altera;

e) quando, em u'a matriz retangular, se acrescentam ou se des-
prezam filas nulas, a caracteristica ndo se altera.

LA (RN
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Escolio: baseados no teorema b désse nimero, podemos sempre
supor que o determinante principal de u'a matriz retangular, seja for-
mado pelas primeiras linhas e colunas da matriz.

Se éle nao contiver a coluna de ordem s, o mesmo determinante
poderd ser extraido da segunda matriz e a caracteristica dessa matriz
sera igual ou maior que a da primeira ; e assim nio podera ser menor.

11.

uma fila uma combinagio linear de filas paralelas, a caracteristica

Se o determinante principal da primeira matriz contiver a coluna
de ordem s

Teorema. ()u:mdo numa Il]alril r(f[.'ln"'llllll', somamos a
o~ (=]

¥ d dy2 d1s d1p
nio se altera. AT 1 I
. . doy doo R o dog Pt "l'—'l’
Demonstraremos o teorema para o caso particular de somar a uma P Dy = = 0
coluna, outra multiplicada por constante (diferente de zero), donde A
X ; apl dap2 . (lp\ tlpp
decorre por recorréncia, o teorema no caso geral. )
Sejam as matrizes : ] : ‘
h o determinante correspondente, na segunda matriz sera
£
| @11 < AV
¥ I 3
e (B Y
................................. nl
A ¢ 8 | a;n a2 ... (awtkar) ... agp
¥ 5. ; A1 a2 ...  (ag+kas) ... as
b Dy = ] Wi R
$ ap1  ape (aps+kay,) app
s
) I ‘
(as+kase) ... amn 4 :
S o
Ay’ Agg K iAol bk iGassshicas, ) v st
;\[‘ = 21 a22 2r | 42 2 2
| Rl e R e U | Y
| - I % ” - - - 1o v -
(ﬂms“l -k:l,,.r) «++  dmn E 3 # an 412 iy i di1g B e a1p ’ ar a2 Arr d1p
; dz; dao adog azp | |d21 aA22 Aay dzp
{ I R [k
. - . { ” P 1 1 2 z SCe 0-8 p. ‘g\
em que a .xegun(h matriz se forma da primeira, acrescentando-se a 3 R Ape app | lags ape G app
coluna de ordem s, a de ordem r multiplicada por uma constante k '
diferente de zero. LY : ; f ¢
: : 3 e B Ora, duas hipiteses ainda podemos formular a respeito désse
Vamos provar que as matrizes anteriores teem caracteristicas ; . Y At
AN . determinante D’: ou éle é diferente de zero ou nulo.
tguais. a9 <
i B LT SR g iy
Para demonstrarmos o teorema, provemos primeiro que a caracte- " Se for diferente de zero, a caracteristica da segunda matriz nao
)
ristica da segunda matriz nao pode ser menor que a caracteristica da sera inferior a da primeira.
yrimeira. SRR PAnse y 3
I It Se for nulo, como o primeiro determinante em que se decompde )
v ofas . s srvntacac . . v 3 H i .) ! -~ , ’ < ’ a r g, .
Com efeito: duas hipéteses poderiamos formar a respeito do deter L) nao € nulo, o segundo também nio o serd; e como éste Gltimo é um

minante principal da primeira matriz: ou éle contém a coluna de ordem

determinante extraido da segunda matriz, a caracteristica dessa ma-
£ ou nao.

triz serd igual ou maior do que a caracteristica da primeira matriz.

/
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Provamos que a caracteristica de M, nio pode ser menor que a
de M, ; provemos agora que nio pode ser menor.

Com efeito, suponhamos que a segunda matriz tenha caracteris-
tica ¢ > p. Quer isto dizer que podemos extrair dela um determi-
nante Dy de ordem q e diferente de zero. Neste determinante entraria
forgosamente a coluna de ordem s, porque senio o mesmo determi-
nante poderia ser extraido de My, e a caracteristica dessa matriz seria
q, quando, por hipitese, é p < q. Seja, portanto,

S
i a1 d12 (31,+1\'31r) «'i:.l ‘
D, | a1 Qs (azs+kas) ... ap bivs
- v eee e L | %' C
ap1. A (aps—+kap,) Apg

Ora, éste determinante deferente de zero, pelo teorema da adigao

. de filas desdobra-se em dois outros que nio devem ser a0 mesmo tempo
iguais a zero.

Como cada um déles pode ser extraido da matriz M; a caracte-
ristica dessa matriz serd q, quando por hipotese é p.

Em resumo: a caracteristica q de M,  ndo pode ser maior nem

menor que a caracteristica p de M; ; logo, é igual, q. e. d.

12. Teorema. Quando acrescentamos a u'a matriz, ou des-
prezamos de u'a matriz, uma fila, combinacdo linear de filas paralelas,
a caracteristica nao se altera.

Sejam as matrizes

|| a1 an amn \
M] el ': dgy  Age . don l‘
N | |
|
!] ................ [l
| dm1 Am2 Amn |

=

b

o

Capitulo Segundo

TEOREMA DE KRONECKER

14. Teorema de Kronecker. A condigio necessaria e sufi-
ciente para que u'a matriz (m,n) tenha a caracteristica p, € que se
possa extrair dela um determinante de ordem p, diferente de zero e
sejam nulos todos os determinantes de ordem p--1, que se obtenham

: Sk .
déle, orlando-o com linhas e colunas que ndo figuram néle.

A condicio é necessaria: se a caracteristica de u'a matriz

(m,n) é igual a p, podemos extrair dela um determinante D,, de
ordem p, diferente de zero e sdo nulos todos os de ordem p-1, em

particular os que se obtém déle, orlando-o com linhas e colunas que

nao figuram néle. Logo a condigao € necessaria.
Vejamos agora que a condigao é sitficiente.

Seja a matriz (m,n)

| d11  aAx2 oo Ain |
az; Qa2 ... a2
£ Am1 Am2 ... dmn |

de caracteristica p, e suponhamos, entio, que se possa extrair dela

um determinante D,, diferente de zero. e sejam nulos os determi-
nantes de ordem (p+1), que se obteem déle, orlando-o com linhas

e colunas que nao figuram néle. Vamos provar que, neste caso, a

caracteristica da matriz € p.
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Como ja observamos atrds, baseados na letra b do n.° 9. pode-

ays B kjaii+kea Jite Kna1n) il : : O 3
' a;; 4ape am  (kian+koara+ +knam) || R Ve mos supor que o determinante principal D, seja formado pelas P '
1% § || as1 asze ... am (kpazitkoas vo. +knasn) li 3 ‘f; primeiras linhas e colunas:
B Mo = \ 3 =
- BE AR RS SR wl  Si  S B SO G L R A eV s Sk ae T P alpr Y | :
| N
l Am1 4Am2 ... Amn (klam1+k‘.’3m2+ e+ Fkndmn) | 3 1 [Gasss ayg i yn aip
az1  Qdgp as
Dy = | P 1 5£ 0
Vamos provar que'as caracteristicas dessas matrizes sdo iguais. USSR [ rortreteseneces.
. dp1  Ap2 a
Com efeito, pelo teorema da letra e do n° 9 » i |
g
: 8)
X e Para demonstrarmos o teorema, com o determinante D,
i1 y / X
|2y a2 ... am ; \ construamos o determinante ;
y {| @21 Qd22 ... Qa2 0
M;e M = || Tt T ' \. ]
‘ R R A R AL . an d12 NiaYe a”, A1g
m1 3m2 --- amn O ‘ ‘ dz1 QA2 ... Qg QA
f 4 ’ N
4 A :
teem caracteristicas iguais; ora, pelo teorema anterior, M’ e M, tam- | a i
P SuE g : gt {@pr o @p2 ... App s |
bém teem caracteristicas iguais e, portanto, as caracteristicas de M; 4 iy
el a ¥ a A2 ... : P
e M, sdo iguais, q.e.d. y ey o, (7S
- em que |
3 L {
",
13. Matrizes derivadas. Definicdo. Duas matrizes se di- 3 : (e (7 R St
zem derivadas, quando se obtém uma da outra: 8 P
1) trocando-se as linhas pelas colunas; 3 r =+ p+2 .iom :
2) trocando-se a posi¢io de filas paralelas; 1.
Y \ SR ; X
3) multiplicando-se uma fila por constante diferente de zero; . Esse determinante A, quaisquer que séjam os valores de s e r
’ g B é sempr e i — 2
4) acrescentando-se ou desprezando-se filas nulas; ‘ pre ""1(_7' rokE efeito, para s = 1, 2, ... p, é nulo por ter
: duas colunas iguais, e para r = p+1, p+2, ... m, éle é nulo, de

acordo com a hipétese, pois nesse caso, A é um determinante que se

pbtem de D, , orlando-o com linhas e colunas que nao figuram néle,

4
5) desprezando-se, todas menos uma, das filas iguais ou pro- l
porcionais ; ‘

!

6) somando-se a uma fila, combinagio linear de filas paralelas;
Desenvolvendo-se o determinante A\, pelo teorema de Laplace
’

7) acrescentando-se a matriz ou desprezando-se nela, uma ou R
segundo os elementos da tltima coluna, temos ’L

mais filas, combinacoes lineares de filas paralelas.

Resulta dessa defini¢io que os teoremas sobre matrizes, que {8 arkit-askot ... Fapk,tan D, = 0

demos até agora, podem ser sintetizados ma proposi¢do: matrizes
! y e AR G | onde ki, ks, ... k; e D, representam os adjuntos de a;,, as a
derivadas tém caracteristicas iguais. ™ 18 s A2¢, - .. Ay
3 ;3 . ’ ” -
i Como Dy, por hipétese é diferente de zero, concluimos que
X Ars = hais +'Aodzs + ... + Ay (I

ety L2




Com essa igualdade verificamos que as linhas de ordem (p+1),
(p+2) ... m, sao combinagées lineares das p primeiras linhas da
matriz dada e, portanto, podem ser desprezadas na determinagao da
caracteristica da matriz.

Com efeito, para s = 1, 2, ... n, da igualdade (I), temos:
an = Adan + 4dsas + ... + Apap
are = Ad12 + Asa22 + ... + Apap
dm = ’:laln + Azd2n T + Apdpn

o que prova, sendo r = p+1, p+2,

p+1, p+2 ...

segundo os coeficientes

m, que as linhas de ordem
m, sao combinagées lineares das p primeiras linhas,

y s

Do
™o
[

Desprezadas estas linhas na matriz dada, o que ndo altera a
caracteristica, como a nova matriz tem p linhas, e dela podemos ex-
trair o determinante D, £ 0, a sua caracteristica é p e, portanto,
a caracteristica da primeira matriz também é p; e assim fica provado
que a condicdo € suficiente. %

Escolion.® 1 — Se de u'a matriz (m,n), conhecermos um de-
terminante de ordem p, diferente de zero segundo o teorema de
Kronecker, o n.° de determinantes de ordem p--1, que na pior das
hipoteses, devemos calcular, para concluirmos que a caracteristica ¢
p, € igual ao produto (m—p)(n—p), como é facil demonstrar.

|

Escolio n® 2 — Ja p;ovamos em nossas LICOES DE
ANALISE COMBINATORIA, que o namero

\ $2 m n
(m—p) (n—p) =< (P-i-l) (p—,“—l)
e dai a vantagem do teorema de Kronecker, pois,
miEN G Hn
( p+1) ( 1)+1)

RS { Jiitn

€ 0 n.° de determinantes de ordem (p+41), que podemos extrair da
matriz (m,n) e que, na pior das hipoteses, deveriamos calcular,
quando verificamos se a caracteristica é de ordem p ou superior.

15. Aplicagdo. Devido a importincia do teorema de Kro-
necker, faremos uma aplicagio déle, no cilculo da caracteristica
de u'a matriz retangular, mostrando, ainda, a disposigio que de-
vemos dar ao calculo.

Seja a matriz

[ 250 R e R e £ g |
R RURLAG!S T ORI St I s on ST ]
[Foiisa lig AANEE P QU W
[hgsigne st St ]

da qual desejamos determinar a caracteristica.

Como na matriz dada, a terceira coluna é nula e a Gltima é igual
@ quarta coluna, podemos desprezar a 3.2 e a dltima colunas — de
acordo com os teoremas das letras d, e do n.° 9.

O problema recai, portanto, no cilculo da caracteristica da matriz

pE2st 30 Arvaie g
5!2 IR e zili
| IR FA, Gy
| L e VRS . MR

|

Como a matriz ndo é nula, i.é., como todos os seus elementos
nao sao nulos, a caracteristica dessa matriz, serd no minimo igual a 1.

Ora, 0 n.° 2, intersegao da 1.2 linha e da 1.2 coluna, é um deter-
minante de ordem 1, diferente de zero; portanto, para que a caracte-
ristica da matriz seja 1, € suficiente que sejam nulos os determinantes
de ordem 2, que se obtenham do determinante 2, orlando-o com linhas
€ colunas que nio figuram néle.

Ora, orlando-o com a primeira linha e segunda coluna, temos o
deterthinante

l)‘_» =

[SST 3N

# 0

3
6 |

e

g
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|
|
o 31, A / pres j
: nde 4;, i, 4m € D, representam os adjuntos de F;, F, F
. . L DN A
'. F: no referido determinante. :
Sendo D, =« ipotes a
| ; »p 7 0, por hipétese, 2 relagio (III), mostra que
Il }‘l) F? 3%

ol n 7. 1 Y
Fo, F; nio sio independentes, oy seja, que F

r € combina-

¢a0 linear das P primeiras formas lineares,

Se F,, para r — P e m

merras formas lineares, no sistema

hi somente p formas

€ combinagio linear das p pri-

pr— - > ] |
1111.‘f+ A12X2 -+ ... T d1nXp

2 = an1Xy 4~ azX, 3 AR AonXy

o il;..]X1+ AmaXo—- ... ‘}“ AmnXp

independentes, qie. d.

LG A

At N e e B k3 s St e e ——rm—

~

!
¥
1

R

S S RIS Y

Capitulo Quinto

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES E HOMOGENEAS

30. Definicdo. Um sistema de equagoes do 1.° grau, como
ja sabemos, diz-se linear. Se os térmos conhecidos do sistema forem

nulos, o sistema diz-se homogéneo.

Um sistema linear homogéneo, de m equagdes e n incognitas,
quando preparado, apresenta, portanto, a forma:
451Xy - a12Xs =2l anxs =10

d21X4 + daoXo + PR + AmXy = 0

r—e

2X ":' 'Jf_ilmnxn: 0

Num sistema linear, homogéneo, preparado, a matriz formada
com os coeficientes das incognitas, conservada a ordem dos coeficientes,

diz-se a matriz do sistema.

A matriz do sistema acima é, portanto, a matriz

@

- - |
! a1 A2 . ohim dip
az;y do2o oo Aoy

f

|} Qw1 Am2
S
Escolio: sistema de equagdes, linear e

homogéneo, preparado. os rimeiros membros sdo formas lineares -
>

observemos que, num

=35 oL




obtem-se, pois, um sistema linear e homogéneo, de equagoes, egua-
lando-se a zero, um conjunto de formas lineares.

31. Solucoes proprias e improprias. Todo sistema linear
homogéneo, admite uma solugao em que as incognitas sao iguais a zero.
Esta solugao diz-se impropria.

As solugoes em que, pelo menos, uma das incognitas é diferente
de zero, dizem-se préprias.

Escolio. Quando um sistema linear e homogéneo admite solu-
¢ao propria, diz-se que éle é possivel ou admite solug¢do; no caso con-
trario, diz-se que éle é impossivel ou nao admite solugdo, embora admita
a solucao impropria. Apesar dessas expressdes serem usuais, no enun-
ciado dos teoremas chamaremos a aten¢do sobre a propriedade ou -
propriedade das solugoes.

32. No presente capitulo trataremos dos teoremas que per-
mitem verificar a existéncia e determina¢io de solugoes proprias de
um sistema linear e homogéneo.

33. Teorema. Toda solucio de duas ou mais equagoes li-
neares ¢ homogéneas em n.° finito, € solugio de outra equagao que
se obtém por combinagio linear dessas equagdes.

Imediato.

34. Teorema fundamental. A condigio necessiria para que
um sistema de equacgoes lineares e homogéneas, admita solugdao (pro-
pria), € que a caracteristica da matriz do sistema seja menor que o
namero de incognitas.

Com efeito, seja o sistema

Fi = anux; + apexe

Fo = asx; 4 azx:

(X ;
Fa=amX1 +am2X2 + ... + 2maXa =

ML S

e provemos, por absurdo, que a condigio € mecessdria, i.€., prove-
mos que, admitindo o sistema solugao propria, € a caracteristica p < n.

Como a caracteristica p da matriz do sistema

nio pode ser maior que n, por absurdo, no caso do sistema (I) admi-
tir solucio (prépria), suponhamos que a caracteristica da matriz seja
igual a n. Suponhamos também que

a2

seja o determinante principal.

Ora, se tomarmos as n equagdes do sistema (I), cujos coeficien-
tes fi%fram no determinante principal D,, formamos outro sistema

a11X1 + 212X + ... - aXa
it

ageXs + ... + AzuXa

a21X)

gue deve admitir, pelo menos, a solugdo propria do primeiro sistema,
pois, é constituido s6 dé equagdes do sistema (I).

Ora, o sistema (II) é normal ou de Cramer, e como é homo-
géneo, a unica solucao que admite é a impropria.

Temos, pois, o absurdo do sistema (II) admitir e ndo admitir

solugio propria, absurdo que, resulta de supormos p=n. Logo
p < n, nao podendo ser maior que n.

A, - BN




Vejamos, agora, que a condi¢do é suficiente.

Consideremos, pois, um sistema linear

anX; 4 ai9Xe + ... 4 amXa
anX; + azeXz + ... 4+ amX,

am]xl‘*" aAmeXa cos T @unXp =

e seja p a caracteristica da matriz do sistema

"1.7 n

Se p < n, vamos provar que.o sistema admite solugio (prépria).
Consideremos o determinante principal

cujos elemnetos, como ja temos observado, trocando-se conveniente-
mente a ordem das equagdes e incognitas, podemos supor os coeficien-
tes das p primeiras equagoes e incognitas.

Como a caracteristica da matriz

]

1‘ T
|= ||
|

=240 n

€ p, o sistema de formas lineares que figurarem nos primeiros mem-
bros das equagdes, admite p formas independentes, de acérdo com o
teorema da caracteristica.

L3 hag iy

Tomemos, agora, estas p equagées, cujos coeficientes aparecem
no determinante D, 54 0, desprezando-se as outras equagaes, se por
acaso existirem, e consideremos o sistema formado por essas equagoes :

a11X1 + o X« oo + A1pXp + ahlp-i 1Xp+1 + s+« dnXp
421X; + A22Xy + as,p4 1Xp+1 + ...

| @mX1 - apaxa <4 ... 4 ApX, - Appp1Xpr1 F ol ApXy =
Neste sistema, tomemos as incognitas
Xp+1, Xp42, «.. Xp

Cujos coeticientes nao figuram no determinante D, 54 0, e facamos sua

transposi¢ao para os segundos membros das equacaes :

- P LIS A 1 “ L o S|
d11xX; 2X« o /nu 2 Al.p4 1Xp

a2,p 4 1Xp 4
! apnxu
Ora, o sistema que formamos, supondo-se conhecidas as incégnitas

Xp+1, Xpg2, +o. Xn

¢ um sistema normal ou de Cramer, pois, por hipétese, o determinante

jan a2 ... ap
a2y
D, =

Prectivies
s
| dp]

Neste sistema (II1), pela regra de Cramer, podemos achar os
valores de

> 5 S TR R Xp

— 39 —




em fungao de

Xp+1, Xpyo, . Xa

Estas solugbes, pelo teorema anterior, sio tambem solucdes das
outras equacoes do sistema (I), se por acaso existirem.

Como as incognitas
Xp41s. Xp R A

podemos atribuir valores diferentes de zero, fica provado que, se a
caracteristica da matriz do sistema for menor que o nimero de incégni-
tas, o sistema admite solucao (propria).

Observacao: esta 2.2 parte da demoenstragio da-nos o método
para determinar as solugées (proprias) de um sistema linear e homo-
géneo, quando o problema admite solugao.

35. Caracteristica e determinante principal de um sistema
linear e homogéneo. A caracteristica da matriz de um sistema
linear e homogéneo de equacgdes, diz-se a caracteristica do sistema e o
determinante principal da referida matriz, diz-se também determinante

principal do sistema.

36. Equacgoes e incognitas principais. Num sistema linear
e homogéneo, as equagdes e incognitas, cujos coeficientes aparecem no
determinante principal, recebem o nome de equagées e incognitas prin-
cipais.

O ntimero, portanto, dé equacdes e incognitas principais € igual

a caracteristica do sistema.

37. Grau de indeterminagdo. A diferenca entre o nfimero
de incognitas e a caracteristica de um sistema linear e homogéneo, é o
que chamamos grau de indeterminagdo do sistema.

Indicando-se o grau de indeterminagdo por g;, podemos escrever:
= n—>p.

40 =

O grau de indeterminacgio indica o n.° de incognitas nido prin-
cipais, incognitas a que podemos atribuir valores arbitrarios, para de-
terminar os valores das outras incégnitas principais.

Quando o grau de indeterminacio é zero, o sistema é determinado;
no caso contrario, indeterminado.

Quando o grau de indeterminagio é um, dizemos que as solucées
do sistema formam wum conjunto simplesmente infinito, ¢ temos ! so-

lugées; se o grau de indeterminagdo é dois, dizemos que as solugoes
do sistema formam 1 1 infini 2

; . “m conjunto duplamente infinito, e temos w02 solu-
¢oes, € assim por diante: se o grau de indeterminagio é r, as solugoes

formam wm conjunto r - uplamente infinito, e temos w* solugdes.
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