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EXERCICIOS DE VETORES :
W aX b

- “
Se a e b sao dois vetores ndo paralelos e diferentes de zero, e

i)

—
a

+ y?: 0

NONStrar que X = y —
- €Com efeito,

, multiplicando-se vetorialmente por ; a relacao da-
teremos:

0+y(aAb) =0

— —
y(a A b)s=0
COmo a/\b # 0, eonclue-se que y == 0.

Anal ente, multiplicando-se vetorialmente por b a relacao
conc e-se que x = 0.

- Equacdo da reta.
iv Como u'a reta é determinada por um ponto e uma direcdo, basta

A

Fig 1
€ um pardmetro real que varia no campo
5

n.—'w +”




F —

E) ‘Demonstrar que as medianas de um tridngulo passam por
_ um mesmo ponto (baricéntro do triangulo), e determinar ésse ponto

-

B— A

: : e Fazendo-se
w/’* - S Te i E ‘
‘ ; ‘ | e R R
Referindo-se estes pontos a um ponto O ar- e ‘ 3
M bitrario do espaco, teremos: : . ~ @s equacoes das medianas serao respectiva-

mente:

(B—O) + (0O—A) - o
M—0=A-—0+ S e P D
2 .,::I.A_A+l(c+~2—); P=B+u(a+?) o
i3 R 2 (A—0) + (B—0) + (O—A) - ¢ j
o M—0 = v P= -i—£ )
Iig _ 2 C+V(b 2) A ffg. <

(A—0O) + (B—O) , e Referindo-se éstes pontos, a um outro O arbitrario, e fazendo-se
2 ' ,da

M-—-0=

;o —-
Com a notagéo do cdlculo baricénirico, podemos escrever: A=O=p, B—0=q e C—0 =T
e LR : : 0 teremos, entdo,
=T : s (e AR SR S 5
| B SEid, b Lp T e Teig iy
4) — Equacoes das medianas de um triangulo. ! mos escrever:
As medianas sdo determinadas por um vértice e o ponto médio : NG g A Nl
do lado oposto. Esse problema recai, portanto, nos exercicios ns. 2 e 3. P—0=(A-0) +x(@—p) + 3 (r—q)
a) Mediana relativa ao vértice A: 1 : '
% P—-0=@®BO0) +uC—a+%@_n
P—_—'A+>(5+—C_.A) ‘ 2
-— y ‘- —
B+ C—2A B O TR0 - fa )
Pr AL GN Tt
9 & :
(B—A) +(C—A) - ' Ma P— 0= (-1 A A= |
" — z i\ il . . v T = —_— A TP R
P=A+} 5" ; Fig. 3 Dt gk e r ¢
) De maneira analoga, podemos escrever as equacoes das 2 ou- R O = % 0 (s u) g4 % e
tras medianas, que sdo respectivamente: o
y v — L 4

D R A

2

*h condicao necesséria e suficiente para que as 3 medianas
_J« OF um mesmo ponto, é que para um determinado valér de
. 3 etores sejam iguais; logo a condi¢do necessdria e suficiente

- S 3 medianas passem por um mesmo ponto € que seja pos-
mq:

equacdo da mediana relativa ao vértice B, e

P B-C
P e C + Vi _-(.‘:&_E)*-_;—__(.__._)

’ L o

equacdo da mediana relativa ao vértice C. : el S g . ad
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E facll verificar-se que éste sistema é possivel e determinado
(Rouché-Capelli), e que os valores de %, p. e v sdo:
2
3

k:p.:v:

¢) Achados éstes valores, temos imediatamente o baricéntro.
Com efeito, substituindo-se » pelo seu valéor em

!y O =2l ‘)—’ o k-;
= R P+?Q+-2—
temos
_0_3p+3.q+3..r
ou

(A —0) + (B — 0) + (&=%0)
3

P—O =

Com a notacdo do calculo baricéntrico, podemos escrever:

ALK RS e
3

B

6) — Equacdo da bissetriz de um dngulo.

- -
Seja um angulo A,euew
os versores de seus lados:

—— -
o= |y | =1
Se pelas extremidades dos

versores Tl e -;r., tracarmos as
ny 5 retas BD e CD paralelas res-

petivamente aveu o ponto

D pertencera a bissetriz do angulo A. Com efeito, a figura que se for-

ma [ABCD] é um losango; como os tridngulos [ABD] e [ACD] sdo
iguais e, em tridngulos iguais, a lados iguais ficam opostos angulos
iguais, sendo : 6

& e, portanto, AD é a bissetriz do angulo A.

BD = CD,

¢=a

Dessas consideracoes, como D — C — -5, resulta que a bissetriz
do angulo A é a paralela a soma:-l.; +7.

Com efeito,

: D— A= (C—-A) + (D—0O)

—_— e =

D—A= v +u=u+4v
Dai resulta que a equacdo da bissetriz é
i P=A+)(u+V)
: Escolio: A expressao reduz-se a um vetor nulo, quando u = —v

- Neste caso, a bissetriz ¢ indeterminada, pois, vetores opostos nao de-
- terminam um s6 angulo.

7) — Demonstrar que as bissetrizes de dngulos adjacentes com

B oS lados externos em linha reta sao perpendiculares.
‘ Supondo-se :

Lo [t =i

- teremos (fig. 6):

i
E—A=2%(u+4v)

-
F—A=uyp(u—v).

Fig. 6

Logo
(E—A) X (F—A) = A.p (U2 — Vv¥)

(E—A) X (F—A) = A.p (1—1) = 0, gq.e.d.

~ 8) — Determinar a intersecdo da bissetriz de um dngulo de um
riangulo, com o lado oposto.

Suponhamos
B e - -
AL lal=]b|=]c]|="1
@
2 |B—C | =a, |C—A|=
| B—A | =c¢

~ As equacoes da bissetriz do angulo
A e do lado BC sao respetivamente
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(I1) P Gt (da)
Resolvendo-se o sistema (I) (II), temos
i —— - -
(A—C) + *(b+c) —un(a.a) = 0 4
Como
A—C:—b.T) e a._;.—_c.?—b.; ;
teremos )
. - — - -
—b.b4+ A (b+c¢c) —puc.c +pb.b. =0
ou
(—b+i +pb) b4+ (A —uc)c =0
Logo (ex. 1) 2
@y S b ao),
@) | r—we=0 &

Resolvendo-se o sistema (III) (IV), achamos

b.c b
o=

PE -
b + ¢

R R

Substituindo-se . pelo seu valér em (I), ficamos com

S " e

P=A+ (b + ¢)

b + ¢
Referindo-se éstes pontos a um ponto O arbitrario, teremos:

¢ (C—-0) + b (B—~O)
b 4 ¢

P—O =

Com a notagao do calculo baricéntrico, podemos escrever:

c.C +b.B -
b+ ¢

P

9) — Demonstrar que a bissetriz de um dngulo de um tridngulo
divide o lado oposto em segmentos pro-
porcionais aos lados adjacentes.

Ora, pelo exercicio anterior

c.C 4+ b.B
b4 c¢

L)

e, portanto,

R \xh vy v}y-{:c:*v 1‘ “‘—:Wn:m.') e
.,_ ‘ ‘ ; : .,V',' '..r> §r. ‘;..
¢ i
(5... 7 '
B op- cCtbB, i ¢C+bB—bBreBis
b+ c R
Ty S e e
b+ c
" c_p-c_%C+bB _bC{cC—c.C—b.B
L% b + c b + c
PR, s
Dai concluimos: b+ ¢
D—B c¢(C—B) b (C—B)
C—D b+c.  btc
D—B c : ae
o ey ALY .
T, R T

:,10) ~ Determinar a intersecdo da bissetriz de um dngulo externo
. triangulo com o lado oposto.

—- -
la|=|b|=|
& |B—C|=a, |[C—A|=b,
-equacoes da bissetriz do an-
,'A (externo) e do lado BC sao
tivamente:

- T

N - -
) P=A+i(b—c),

BF—c |, BcC.

- Resolvendo-se o sistema (I)
I), teremos:

P,

. 9

- - —-
(A—C) +Ax(b—c) +u (a.a) = 0.
o - - -
A—C=Dbb e a.a = b.b —c.c,
—- - - - -
b.b+4+ A (b—c) —u(b.b—c.c) =0

(b+).—-—;}.b)b+(:;c._k)c.__0. <Y e
D (exercicio 1)
(I1II) b+A—ub=0

(Iv) pe — =0 ?

ANV o
A e




\ Renokendo—se o sistema (III) (IV), achamos:

b.c b

A

A

€ R —
c b—c¢

Substituindo-se 7 pelo seu valor em (I), teremos:

P:A+D

b.c
— C

(b — ¢)

P—0=(A—0) +bbfc

P—O=(A—0) -+ g

P—O=

[(A—O) + (0—C) ] s

(A—0) + (0—C) } b.c [ (A—O) + (0—B)

b T c

LD
2 [(A—m 4 (0-B) J

b (B—O) — ¢ (C—O0)
b—c¢

Com a notacao do célculo baricéntrico, podemos escrever:

b.B — ¢.C
b—c¢

P

11) — Demonstrar que a bissetriz de um dngulo externo de um

Dai concluimos que

triangulo divide o lado oposto em
segmentos proporcionais aos lados
adjacentes.

Ora, pelo exercicio anterior:

¢c.C — b.B

D =
c—b
Portanto,

_¢.C—Db.B—c.B+b.B
i BA-—b

¢ (C—B)

c—Db
e ¢c.C — b.B—c.C+b.C
= Y

b (C—B) ;

c—b

D—B ¢(C—B) b (C—B)
DT e i R e
‘ D—B c A
= —, q.e.d. . %
D@ bk

12) — Demonstrar que as intersecoes das bissetrizes dos dngu-
los externos de um triangulo com os lados opostos estdo em linha reta.
(Triangulo escaleno). :

Denotando-se por A’, B’ e C’ as intersecoes, nos lados a, b e c,
teremos (exercicio n.° 10):

A,=c.C—b.B’ B,=a.A—c.C’ C':ELB—a'A
G~ a—=¢ b —a
Dai tiramos

(c—b) A’ + (a—c) B’ + (b—a) C' —
Referindo-se ésses pontos ao ponto A’ ficamos com
(c—b) (A’—A’) + (a—c) (B'—B’) 4 (b—a) (C'—A’) =0
(a—c) (B'—A’) + (b—a) (C'—A") =0

i ign e

Comoa—c+#0 e b-—a 0, segue-se que os vetores B — A’
e C" — A’ sdo paralelos, ou que os pontos A’, B, C’ estio em linha
reta. & i3

13) — Demonstrar que as bissetrizes de 2 angulos (internos) de
um triangulo e a bissetriz do dngulo (externo) do 3.2 vértice, cortam
os lados opostos em pontos em linha reta. (Tridngulo escaleno).

Denotando-se respetivamente por A”, B” e C’ as interseg¢des nos
lados a, b e ¢, das bissetrizes dos 2 angulos internos e do angulo ex-
terno, teremos (exercicios n.”~ 8 e 10).

A"‘_bB-f-cC ”_a.A+c.C' C,_b.B—a.A
N bfe R YO o s T '
ou . ‘
—b.B — ¢.C a. c:C b.B — a.A 3
A" i Shadedny : B,, =N _+ X C' 1%, R
—b — ¢ a<+.c¢ b—a

Dai tiramos
— (b+c) A” 4+ (a+c) B” + (b—a) C =0
Referindo-se ésses pontos a A”, chegamos a expressao
(a+c) (B"—A”) + (b—a) (C—A") =0 |

Como a + ¢+ 0 e b — a s 0, segue-se que os dois vetores
(B”"—A”) e (C'—A”) sao paralelos, ou que os 3 pontos A”, B” e C’
estdo em linha reta.

14) — Demonstrar que as bissetrizes dos dangulos de wm tridn-
gulo passam por um mesmo ponto (incentro), e determinar ésse
ponto.



-
“oep=] =

3 MRS e = - —
E: A N e AP

«) Suponhamos
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fhesthd

As equacdes das bissetrizes sao res- A4
petivamente, (exercicio n.2 6)

PR @A)
AT T iy
P Bk p(aAT)

Referindo-se éstes pontos a um outro arbitrario O, e fazendo-se
ainda o
S AP B—0=4, & Cmfi=
como teremos entao

-

-
- r.J_q
a

RN 8k b c

poderemos escrever

P_O= (A-0) + A (‘r;q+q:p)
‘P—o=4&4»4.u(rzp+qu)
e
¥ o= @0+ (EFeagR)i i
b0 e B )R SR
‘P_Oz%;Jf(l—;:-—{-);nL%?

<

P—0 = —

i B e

Com raciocinio analogo ao do exercicio n.2 5, .cc?ncluimos ;1::
para as bissetrizes se encontrarem é necessario e suficiente que sej

’
possivel o sistema

E facil verificar-se que o sistema é possivel e determinado (Rouché-
-Capelli), e os valores de &, » € v sao respetivamente:

b.c

PR a.c e a.b
i - A E Ty RS ——— 50 ot v T s
a -+ b4 ¢ a+4+b-+4c ’ a +b+c
& ¢) Achado o valor de &, temos imediatamente o incentro. Com
" efeito, substituindo-se % pelo seu valor
“Q-' b.c e b.c
ot R
% ' . €m - 'A - l AN “,ﬂ‘:‘
A : 55t L3 =
P—-O:(l————-L) p+—Q+—Ar»
c b c b
teremt ‘
4 b ¢\, > b > g™
3 P-—O:(l———— — - —
A 2p  2p p+2pq+2pr
» a — b — C -
P—O=— e T
2p Pit 2p 1 +2 g
P_d_amaajb64»+cw4)
a+b+c

Com a notacao do calculo baricéntrico, poderemos escrever

a/A + b.B + c.C
P = ‘
a+b+ec

15) — Provar que as bissetrizes de 2 angulos externos de um tri-
angulo, e a bissetriz do outro dngulo (interno), passam por um mes-
~ mo ponto (centro de 1 circulo ex-inscrito), e determinar ésse ponto.

: As‘equacdes das bissetrizes sao [
respetivamente (exerc. n.0 6)

N

P;C+v(%3+3?)

B+u(B:C+C:A)

)
I
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