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PREFACTO

No Brasil, atualmente, wma das falhas do ensino nos Colégios ¢ =
Lscolas Superiores, é a falta de compéndios onde o aluno encontre a
matéria exigida nos programas oficiais.

A meu ver, esse mal seria sanado, si todo professor publicasse
‘suas ligoes, em forma de apostilas ou livros, ampliados de publicagdo
em publicagao.

De acordo com esse meu ponto de vista, publico hoje a Teoria
Elementar dos Determinantes, onde os alunos dos nossos colégios en-
contrardo a matéria que até agora lhes tem sido exigida, dessa impor-
tante ¢ belissima teoria, com fecundas aplicacoes em outros ramos da
Matematica. ;

E’ este livro wm trabalho despretencioso, livro para estudantes, e
por isso muito simples, com intimeros e variados exercicios, que cons-
tituem seu ultimo capitulo. Caso seja bem recebido, em nova edigio
acrescentar-lhe-ei outros capitulos sobre determinantes funcionais e
suas aplicagdes, bem' como sobre determinantes infinitos e ciibicos.

A parte relativa a formas e equacdes lineares — wma das mais
importantes ¢ tambem das mais fdceis aplicacées da teoria dos deter-
minantes, serd objeto de outro livro que pretendo publicar. O motivo
que me obrigow a ndo incluir, neste volume, um capitulo sobre formas
e equagdes lineares, foi a necessidade de apressar, por vdrias rasées, a
publicagdo deste livro, que talves preste algum auxilio aos nossos estu-
dantes, dos quais ultimamente tanio se tem exigido, sem lhes dar os
meios necessdrios.

F. A. LACAZ NETTO.

Sao Paulo, Fevereiro de 1943.




Capitulo Segundo"

MATRIZ QUADRADA E DETERMINANTE: GENERALIDADES
E DEFINICAO. REGRA DE SARRUS OU DO OTOGONO
ESTRELADO. -

1— Matriz quadrada. Dados n? ntimeros (n>1), dispostos
ordenadamente em n linhas (horizontais) e n colunas (verticais),
todos dentro de 2 barras duplas, chamamos a esse quadro, matriz
quadrada de ordém n.

Um ntmero de u'a matriz quadrada tem o nome de clemento
da matriz.

Geralmente todos os elementos de u'a matriz sao represen-
tados por u'a mesma letra, afetada de 2 indicgs: a., por exemplo.
O primeiro indice denota a ordem da linha a que pertence o cle-
mento, e o segundo, a ordem da coluna.

U’a matriz quadrada de ordem n é, portanto, um quadro
da forma:

a1 2 ... QAm

A matriz quadrada de ordem n, cujos elementos sio represen-
tados pela letra a (afetada de 2 indices) é tambem representada pelo
simbolo ;

2 — A u'a matriz quadrada, associa-se, por definigdo, um
niémero que se chama o determinante da matric. Para simplificar

a defini¢io desse numero, associado a u’'a matriz quadrada, veja-
mos antes algumas definigées preliminares.

3 — Produto deduzido de u’a matriz quadrada. Um pro-
duto de n fatores, onde figure sempre, como fator, um elemento de
cada linha e coluna, de u’a matriz quadrada de ordem n, recebe o
nome de produto deduzido dessa matriz.

Resulta da defini¢io, que num produto -deduzido de u’a ma-
triz de ordem n, figura sempre um elemento e um sé, de cada linha
e coluna.

4 — Um produto deduzido de u’a matriz

Como a ordem dos fatores é arbitraria, podemos trocar a
ordem deles num produto deduzido, de maneira que:

a) ou os primeiros indices,

b) ou os segundos indices
formem a permutagio principal
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Um produto deduzido de u’a matriz quadrada
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5 — Produtos deduzidos distintos. Dois produtos deduzidos CRe
de u'a matriz quadrada dizem-se distintos, quando pelo menos os ele- A
mentos de uma certa linha (ou coluna) que figurarem nesses produtos, :
pertencerem a colunas (ou linhas) diferentes. :

Escélio. Colocados os fatores de maneira que 0s primei- s
ros (segundos) indices formem sempre a mesma permutagio (prin-
cipal), teremos produtos distintos, quando os segundos (primeiros)
indices formarem permutacoes diferentes.

v “
em relagio a permutacio 3

LAy &

tomada como principal.

3 A 3 -
8 — Entre os termos e produtos deduzidos de u'a matriz
quadrada  podemos estabelecer uma correspondéncia  biunivoca,

considerando-se correspondentes um produto e o termo que se
-forma dele.

Resulta dessa definigio
funde com o produto deduz

6 — Teorema. O niimero de produtos distintos de u’a matriz
quadrada de ordem n, é n!

Imediato, com a observagio anterior.

» que um termo deduzido ou se con-

ido correspondent % 6 i l ¥
"7 — Termo deduzido de w'a matriz quadrada. Chamamos g o Db

com o sinal trocado, segundo as permutagées dos primeiros e segundos
B termo deduzido de u’a matriz quadrada, a um produto dessa matriz, indices sejam afins ou ndo afins. :
i multiplicado por uma poténcia de_ —1, cujo expoente seja a soma dos 3 No caso das permutacdes serem afins
B, nimeros que indiquem as inversdes das permutacdes dos primeiros e
i segundos indices.

Um termo deduzido de u'a matriz quadrada e

-

€ 0 termo confunde
contrario,

” i 5 B -S¢ com o produto correspondente; no caso
Ay : :

g+ o0 ..72
é, portanto, uma expressio do tipo

€ o termo ¢ igual ao produto correspondente com o sinal trocado.
SLuGR0 e
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9 — Convem observar que trocando-se a ordem de 2 fatores,
num termo deduzido, o sinal do termo nio se altera. pois, a troca
implica u'a mudanca de classe nio s6 na permutacio d

los primeiros
indices, como na dos segundos, e a soma o + o permanece com
a mesma paridade.
Por esse motivo, podemos escrever os fatores num termo
deduzido, de maneira que os primeiros indices, ou os segundos,
formem a permutagio principal.

10 — Termos deduzidos distintos. Dois termos deduzidos
de u'a matriz quadrada dizem-se distintos, quando os produtos
correspondentes forem distintos.

11 — Teorema. O n.° de termos deduzidos distintos de u’a
matriz de ordem n, é n!

Consequéncia do teorema do n.° 6.

12 — Definicdo de determinante. Chamamos deferminante
de u'a matriz quadrada, a- soma de todos os termos dedusidos dis-
tintos dessa matriz.

O determinante associado a u'a matriz de ordem n,
chamaremos determinante de ordem n.

Observacdo: usaremos indiferentemente as palavras matriz e
determinante, quando o emprego nio provocar confusio.

tambem

13 Produtos principal e secundario. Dada a matriz
| ' D — 1 IR |
Arg
i S, 2, o

ao produto

a1 d22 ... Apy
cujos fatores tém os indices iguais, chamamos principal; ao produto

din a:.'.n 1 -+. dan

cuja soma dos indices nos fatores é
secunddrio.

igual a n <4 1, chamamos

-~

-t
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Os termos correspondentes aos produtos principal e secun-
dério, chamam-se tambem termos principal e secunddrio. :

14 — Com as considerac¢oes anteriores, podemos dizer que
um determinante de u'a matriz quadrada é a soma dos produtos
que se obtém do produto principal: Srifs

1) conservando-se os primeiros indices (os segundos indices),
2) permutando-se os segundos (os primeiros),

3) t afetando-se os produtos do sinal 4 ou < segundo a
permutacio dos segundos (primeiros) indices seja de classe par
:m impar, em selacio a permutagao

| Kol L N )

15 — Notagdo. O determinante relativo a ua matriz qua-
drada
a;; a12 ... Qam
az; Aas2 don |
anl dn2 dnn

representa-se com os simbolos

an di12 An
doy d22 .. a2n .
(Jacobi)
dni dp2 dnn
| r.="1, 2 n
| > =
i (Kronecker)
i g =102, D

X‘ d11 A22 ... dmn (_Cauchy)
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Nestas trés altimas expressoées,
1 9 ... Xpe oy 'S8 s Sny 0 € O
tém o mesmo significado que lhes emprestamos em paginas anteriores.

16 — Calculo de um determinante de segunda ordem. Apli-
cando-se a definicao ao determinante

1esulta que

Um determinante de ordem 2 é_ portanto, igual ao produto

principal menos o secundario.

17 — Calculo de determinante de ordem 3. Regra de Sarrus.
Aplicando-se a defini¢ao ao determinante

resulta que

A = ajjassagg — anagsaze -+ a1sazidgy —
— Q30a91a33 -+ Aa10d23d31 — d13d22431

Esse resultado pode ser obtido por uma regra pratica, que
recebe o nome de regra de Sarrus, ou do otégono estrelado.

Com o fim de simplificar o enunciado dessa regra, na matriz
de ordem 3

411 d12 Qa3

421 Qa2 4ags

chamemos os produtos
d2; dg2 a3 € dj2 A2z as
de produtos paralelos ao produto principal; e os produtos

az2 aA23 217 € QAo A)2 ags

de paralelos ao produto secundario.

Feita esta convengio, podémos enunciar assim a regra de
Sarrus: um determinante de ordem 3 ¢é igual a soma do produto
principal com os 2 outros que lhe sio paralelos, menos a soma do
produto secundario com os 2 produtos paralelos a este produto
(secundario). '

Na pratica dao-se ao célculo as disposigdes abaixo, que nao ca-
recem de explicagao:

1) Q1 Q2937211 Ax2

N\
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Si representarmos os elementos de u'a matriz de ordem 3
por pontos, conforme o quadro abaixo

. ’
o célculo de um determinante de ordem 3, pela regra de Sarrus,
pode ser indicado pelo diagrama

onde aparece um otégono estrelado. Dai a regra de Sarrus tam-
bem chamar-se regra do otégono estrelado.

A regra de Sarrus refere-se a um determinante de ordem 3,
podendo ser estendida, no entanto, a determinantes de ordem
impar. Para o cilculo de determinantes de ordem par, ha uma
regra analoga a de Sarrus, com o nome de regra de Bonolis, da
qual ndo tratamos, por nio apresentar grande interesse.

g ¥ 2 e
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¢ Capitulo Terceiro

TEOREMAS PRELIMINARES: DA FILA NULA, DE BEZOUT,
DAS FILAS PROPORCIONAIS E OUTROS.

18 — Afim de facilitar o enunciado de algumas proposigées,

por defini¢do, chamaremos

1) de filas, as linhas e colunas de w'a matriz quadrada ;

2) de filas paralelas, as linhas ou as colunas :

3) de elementos correspondentes de 2 linhas (ou colunas), os
elementos que pertencerem a mesma coluna (ou linha).

Diremos, ainda, por definicio:

a) que uma fila é nula quando todos seus elementos forem nulos ;

b) que duas filas paralelas sio iguais, quando os elementos cor-
respondentes forem iguais ;

¢) que duas filas paralelas sio proporcionais, quando os ele~
mentos correspondentes forem proporcionais, i. é., forma-
rem uma proporgao. s Ry

Ainda por definigio: g

a) multiplicar uma fila por wm nimero, significa multiplicar todos
seus elementos por esse niimero;

B) somar a wma fila, outra paralela, significa somar aos ele-
mentos da primeira, os elementos correspondentes da
segunda ;

7) trocar a posicio de 2 filas paralelas, significa trocar a posigio
de seus elementos correspondentes.

19 — Teorema. Um determinante com uma fila nula, é igual
a zero. :
Um determinante, por definigio, é a soma dos termos dedu-
zidos distintos de u'a matriz. Como em cada termo deve figurar
sempre, como fator, um elemento de cada linha e coluna, em to-
dos eles aparecerd o fator zero da fila nula, e todos os termos.
serao nulos. E assim o determinante sera nulo, q.e.d.

AL L e




20 — Teorema. Um determinante nio se
trocamos ordenadamente as linhas pelas colunas.
Com efeito, sejam os determinantes

s ~a1% . e Q1D l

a22

Vamos provar que

Ora, por definigao,

o
(0 A =2 oot VRV Ve i

-n

sendo a soma 3 estendida a todas as permutacdes possiveis

S; S2 ... Sy dos ntimeros 1, 2, ... n, e 6 0 n.° de inversdes de

Sy S2 ... Sy, em relagdo a permutagio 1,2, ... n.
Substituindo-se em (I)

@ry > -POL, Dyr

: .
A:Z (—1) b by b

Ora, esta segunda soma nada mais é, por defini¢io, que o
determinante B. Logo

Ac='B; q.e.d.

R

Observacdo. Demonstrado este teorema, é imediato que
toda proposi¢io que for verdadeira para u'a linha, serd verda-
deira para as colunas, e reciprocamente.

E assim, baseados no teorema anterior, quando quizermos
demonstrar uma proposi¢io para uma fila, basta demonstra-la para
u'a linha ou coluna.

Escolio. Duas matrizes que se obtém uma da outra, tro-
cando-se ordenadamente linha por coluna, dizem-se transpostas.

O teorema anterior pode, pois, ser enunciado assim: a matri-
zes transpostas correspondem determinantes iguais.

2] — Teorema de Bezout. Um determinante muda de sinal,
quando se troca a posi¢ao de duas filas paralelas.

. . .
Sejam os determinantes

nos quais, por hipétese

r =

(I) a5 = by J]
L

S =

[arl—

(I1) <l
ayy

Ora, por definigao

)’ A=Z [ T A, TS o .

15y 528, o eied . ns,

e e




sendo ‘ v ' e L : , '
: g gl S R rewe A | s e A=—Z (_l)o IR e e
: - \ Is; 2s, ns,
a permutagao principal. '
e Substituindo-se ar, em fungio de b, de acordo com (I) e : Como a soma da igualdade anterior representa o determinante
~ (II), da igualdade (III), temos : ; B . B, fica provado que »

4

A = — B, q.e.d.
o
.(IV) A =Z (A Ipib o i) b

e 1 o 22 — Teorema. Um determinante com duas filas parale-
las iguais é nulo.
 Ora, a permutagao Seja o determinante
™ ?—
S1 So

tinha o inversdes; a permutacdo
§1 Sg .. j

tera o' inversoes, sendo
em que as colunas r e s sdo iguais.

Trocando-se a posigdo dessas colunas, teremos (teorema an-
terior) u'a matriz a que vai corresponder um ndimero

00 ... 2

porque passamos de uma para outra, com um“\;a de po- e , ;
gL B=—A I
si¢ao dos elementos i e j.. . \ , : (1)

De acordo com a relacao (V), temos portanto :
SRV, i 81 Como, no entanto, a matriz obtida é igual a antecedente,

pois, que as colunas que mudamos de posicao eram iguais, seus
determinantes serdo iguais:

’
]

(o) eyt il (V1)

AL B (n

e ey e

o
Substituindo-se (—1) em (IV), pelo seu valor em funcio :
' de o', temos o & : De (I) e (III), concluimos que

An=-0%1qeids

e |, S
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