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PPREFACIO

Com eéste primeiro volume, apresentamos a pri
meira parte do curso de Calculo Vetorial (Algebra Ve-
torial) que desenvolvemos no primeiro ano de licen-
ciatura de Matematica e Fisica.

O nosso objetivo é dar simultaneamente uma
iniciagao intuitiva e elementar do assunto e um exem-
plo de estrutura de espago vetorial tri-dimensional,
cujos resultados podem ser facilmente generalizados
pelo leitor.

Para as explicagoes geométricas e mecénicas,
cremos que foli tratado suficientemente o interessante
capitulo das equagoes vetoriais, que ilustram a difi-
culdade das resolugoes, no mane jo de operaqaes como
produto vetorial, que nao possuem inversas.

0 estudo relativo a Analise acha-se num se-
gundo volume denominado Calculo Vetorial - II Analise
Vetorial escrito em colaboragdo com Geraldo Santos Li
ma Filho.

Ficamos desde ja muito gratos aos colegas que
apontarem erros e senSes, que certamente nos permiti-

rao melhorar o trabalho.

Benedito Castrucci
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INTRODUGAO A ALGEBRA VETORIAL

§ 19 - CONCEITO ELEMENTAR DE VETOR

1l.1. Nas questoes de fisica e mecanica aparecem
grandezas que sao caracterizadas por um numero real e
outras que, além désse numero necessitam das nogoes de

sentido e diregao, para serem determinadas.

As primeiras denominam-se grandezas escalares
e as ultimas, grandezas vetoriais.

Devido a isto, surgiu uma teoria, a vetorial,
que estabeleceu algoritmos baseados nessas considera-

goes.

1.2. E intuitivo que, num segmento AB, ha dois
sentidos: o de A para B e o de B para A. O segmento com
um sentido chama-se orientado e se anota AB, se de A
para B, e BA, se de B para A. No segmento - orientado

AB, A é a origem e B é a extremidade.

Para facilitar a teoria, admitimos a existen-
cia de um segmento orientado em que B coincide com A:

o0 segmento nulo, que indicamos por O.

Ao segmento orientado nao nulo estao associa-

dos tres elementos:

a) um numero real (mddulo), que é a medida de

AB com uma unidade de uj;
b) uma diregdo que é o que ha de comum a to-

das as retas paralelas a AB;




¢) um sentido, que é individuado pelo par AB,
de A para B, ou BA, de B para A.

0 modulo do segmento nulo é zero; a diregao e
o sentido nao sao definidos.

Note-se que dois segmentos orientados de uma
mesma reta ou de retas paralelas tem a mesma diregﬁo,
podendo ter ou nao o mesmo sentido; mas, se ambos tém

0 mesmo sentido, entdo tém a mesma diregao.

1.3, Um segmento orientado AB é equipolente a

um segmento orientado CD se e somente se:

a) ambos sao nulos, ou

b) no caso em que nao sao nulos, os modulos
sao iguais e ambos tem o mesmo sentido,e portanto, a

mesma diregao.

Valem as propriedades igualiformes:

a) reflexiva: todo segmento AB é equipolente
a si mesmo;
b) simétrica: se AB é equipolente a CD, en-
tao CD eequipolente a AB;
c) transitiva: se AB é equipolente a CD, e
e

CD é equipolente a MN, entdo AB e equipolente a MN.

Admitimos, tambem, como axiomas:

a) Segmentos equipolentes de mesma origem co-
incidem;

b) Dados um segmento AB e um ponto P existe

um e um sO segmento PQ equipolente a AB e de origem P,

>
o |
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v
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1.4, DEFINIGAO. Diversos segmentos ‘orientados

sao consecutivos quando a extremidade do primeiro é

origem do segundo, a extremidade do segundo é origem -

do terceiro, e assim por diante.

DEFINIGAO. Chama-se soma ou resultante de

dois segmentos orientados consecutivos ao segmento ori
entado cuja origem ¢ a origem do primeiro e cuja ex-
tremidade € a extremidade do segundo.

As figuras mostram que AC é a soma de ABe BC,
sendo que, no ultimo caso, AC é a diagonal do paralelo

gramo ABCD.

Indicamos esta operagao de adigao com o sinal
+. Assim,
AC = AB + BC
A operagao se estende a mais de dois segmen-
tos orientados consecutivos; basta a@icionar a soma de

dois, o terceiro, e assim por diante. Nos casos das fi

guras, temos:  (AB.BC) 4+ CD=AC + CD = AD.
B D

c

A - - — - N A D




Dois segmentos de mesmo modulo, mesma dlreqao
e sentldos opostos chamam-se opostos.

Propriedades da adigao:

a) Associativa: (AB+BC)+CD =
= AB+ (BC + CD). Com efei
to, (AB+BC) + CD = AC+CD ;

AD e AB+(BC+CD) = AB +
+ (BC+CD)=AB+BD = AD

?
o que verifica a proprie
dade.

A soma de dois segmentos consecutivos opostos

’

e o segmento nulo, isto €, AB+ BA=0.

AB+0 &0+ AB = AB

Se AC=AB+ BC, AD equipolente a BC e DC' equi-

polente a AB, entao, C' coincide com C e AC =
=AD+DCO

A figura esclarece a propriedade, pois segmen
to AD = segmento BC e AD é paralelo

a BC, donde ABCD é um paralelogramo c=¢'

e dal, segmento DC = segmento AB e

DC é paralelo a AB, donde DC coinci

de com DC' (Propr.b,1.3) e, entdo,
C;C'.

- < -
Deixamos como exercicio o caso de AB e BC co-
lineares.

1.5. A equipolencia é uma relagao de eduivalén-

cia no conjunto de todos os segmentos orientados,pois,

conforme 1.3, satisfaz as propriedades: reflexiva,

métrica e transitiva. Déste modo, formamos um novo

junto, que é chamado das classes de equivalencia, is-

to é, onde cada elemento é um conjunto de todos os seg

mentos équipolentes a um dado segmento. Cada classe de

(1)

equivaleéncia chama-se um vetor ~’. Este é representa-

.gg por um segmento orientado qualquer da classe que ©

define.

Note-se que todo segmento orientado AB repre-

senta um vetor, mas, este pode ser representado por
qualquer segmento orientado de um conjunto, onde to-
dos sao equipolentes a AB. Assim, pode-se dizer, por

abuso de linguagem, que um segmento orientado é um ve-

tor. Porém, um vetor ndo é somente um segmento orien-
tado.

Designa-se o vetor por V. Chama-se modulo do
vetor ao modulo de um segmento orientado que o repre-

sente, e se designa por | ¥ |.

O vetor ¥V Qquando represenfado por um segmen
to orientado AB, pode ser indicado pela notagao de
Grassmann, B - A. O seu modulo e |B-A|.

Da indicagao ¥v=B-A, resulta a expressao

A + ¥ = B, que se diz soma de um ponto e um vetor, o

que significa que, a partir de A, foi tomado um segmen

(1) Tambem se denomina congunto quociente ao conJunto
deflnldo pela relagao de equivalencia, isto e se S
é o conjunto de todos os segmentos orientados do
espago e E a relaqao de equipolencia, o conjunto V
dos vetores € o conjunto das classes de equivalén-
cia ou eonjunto quociente de S por E, o que se in-
dica: V = S/E.
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to orientado AB, que representa o vetor V. A operagao,
a rigor, deveria ser indicada por outro sinal, pois mao
tem nada a ver com a adigdo de segmentos orientados con

secutivos.

DEFINIGAO. Vetor unitario é o que tem modulo L.

DEFINIGAO. Vetor nulo é o definido pela clas

se dos segmentos nulos. Indica-se por 0 (2).

DEFINIGAO. Versor de um vetor ¥ ndo nulo &

S s ——
o vetor unitario de mesmo sentido que V.

NOTA: Para um vetor ndo nulo, o vetor e o con-

junto de um numero real, uma diregdo e um sentido.

DEFINIGAO. Dois vetores U e V séo iguais se
tem o mesmo m6dulo,mesma direg&o e mesmo sentido. Ind}
ca-se: u = V. Pela definigdo de vetor, se u -= v, en-

’

tao, U é identico a ¥, isto é, sao o mesmo vetor.

1.6. Dados a real diferente de zero e um vetor
V, ndo nulo, chama-se produto de a por Vv ao vetor
W que tem modulo |a||¥|, a diregdo de ¥, e o senti-
dode VvV, se a>0 e o oposto, se a<O.

Se a=0 ou V nulo, ou ainda ambos nulos,

entao o produto € o vetor nulo. O oposto de ¥ vem
quando A = =1, 58t0'e, '~1.V = -v.
Propriedades:

a) (ab)v = a(bv).

(2) Embora ndo seja usual, para_facilidade de impresséo,
indicamos o vetor nulo por O.

Com efeito, temos [(ab)¥ | = |abl|¥]| =

lal || I¥] = lal|b¥| = |a(b¥)|,.e, quanto ao sentido

de (ab)¥, e facil ver que & o mesmo de a(b¥).

PR U v i -
b) O versor de ¥V é o vetor —— = el o
[+ |71
Com efeito, o modulo de
_i_.;é -L.'V.——l--l"-ﬂ:l
vl |¥] [¥]
C) l-v=7.
De fato, |1.¥| = |1|.|¥] = |¥] e o sentido

As-1i¥ ! 8 0d8" Vi

1.7. DEFINIGAO. Chama-se soma de dois vetores
¥ eu ao vetor W, que é representado por um dos seg
mentos equipolentes a soma de dois segmentos orienta-
dos consecutivos, respectivamente equipolentes a dois
segmentos que representam v T8 W

Geométricamente, a partir de O, tomados 0+ 7V =

=A e A+T=B, ovetor B-0 =W e a soma.
A

<}
=1}

0 B

Indicamos a nova operagao de adigao ainda pelo

——

sinal +, isto e, Vv + 1

=W.

Propriedades da adigao de vetores.

— — -

1) Associativa: (U+V)+W =4 + (V + w)




.

Decorre da propriedade associativa da adigao

de segmentos orientados consecutivos (n® 1.4).

2) Comutativa: W + V = V + U.

Pela propriedade d) do n? 1.4, ve-se facil-

mente a comutatividade.

of

Vem da propriedade c¢) do n? 1.4.

L) Para cada vetor V, existe -v, tal que
6.

v+ (-¥)
Provem da propriedade b) do n? 1.4, e do n®
1.6.

Valem as propriedades distributivas:

1) a(vl + v2)=a v, +a v,. Se a=0 ou v, = 0

a prova & imediata.

— - — ¢

Suponhamos a £ 0, vy 0. 8 v, £ 0. Se ja

a soma WwW = vV v
o= +
1L i

presentada pela soma OB

re=

dos segmentos orientados A
OA e AB. = 73
Aplicando-se um : / 7

homotetia de centro O de / 4

razao a, vem que / %

B'-0=(A'-0) + (B'-A')ou

se ja,

-.= - — s — 0
aw a(vl + v2) =av, +av,.

2) (a + b)V = aV+ bV.
Temos os seguintes casos.

a) a=0oubz=0ouv=0.

A prova é facil, pois, seja (0 + b)¥. E claro

que (0+b)V=DbV= 0+ bV = 0.V + b.¥.

Ainda, no caso, (a+b).6, tem-se imediatamen-

te (a+b)-6=6 - a.6+ bc—o.n

b) ab>0
#Nesta hipotese, é claro que |la+ bl =|al+|b| .
pai, |(a+b)¥l = la+bl.|¥] = (lal+Ib]).I¥] =
:
= lall¥] + |6l |¥] = |a¥] + |b¥| e como a¥ e bV tem
o mesmo sentido, |a¥| + |b¥| = |a¥ +b¥|, isto e,
| (a+b)¥| = |av + bVl
2 oI Y it
A - AR

Assim os vetores (a+b)V e av+bVv temomes-

mo modulo e mesma diregao.

Como a e b tem o mesmo sinal, segue-se Qque
os dois vetores tem o mesmo sentido, pois se a+b >0
entdao a>0 e b>0 (ab>0) e se a+b<0, tambem,

B Qe b <y 06

o) ab <0 % valb> v

£ claro, entdo, que |la+bl=|al - |b|. Dai,tem
se |(a+b)¥| = la+bl1¥] = (lal-|pD)I¥] = lalI¥] - |plI¥]=
= |a¥| - |b¥| = |a¥ + bV| pois aV e bV sao de senti

dos opostos.



- '_B

Os vetcres (a+b)v e av + bV tendo mesmo mo
delo e mesne direcio, possuem, também, o mesmo sentido,
pois, se a<0 e b>0, como |a]|>|bl, entdo, o senti-
do de (2+b)¥ é o de aVj;analogamente, o sentido de
av+ bV & o de av. Raciocinio semelhante pode ser fei

roszse’ a»0 e b<O.

d) ab<0 e lal={vl

Agora, |a + b| = |a] - |b} = O

Vem, entio,
| (a+b)V] = la+b| |¥] = (lal - |b])|¥] =0.¥=T =
= |lav| - [bv] = |av + bv].

Os vetores (a+b) v e av+ bV sao nulos e, portanto,

iguais.

1.8. DEFINIGAO. A operagaoc de adicionar a um ve
tor ¥V, o oposto -u de um vetor U, chama-se subtra-

ga8o; 7V + (-u) e a diferenga e se escreve V- U.

Geometricamente, temos: A - Q

"
<
o
v )

1
o
]
£

entdo A-B=V-T, pois
.D—A;--'ﬁe v+ (-0) =
(A-0)+ (D-A)=D-0
g T

ol
]

1.9. Resumindo as consideragoas atras, vemos
que o conjunto dos vetores do espago constituem um gru-

po comutativo, para a operagao de adigao, pois valem

as propriedades:

- -

a) U+V e um vetor w (fechamento);
- - ot - S .
b) (T+V)+w=1u+(V+W) (associativa);

- -o=-o - tt. a):
(A){c)tuv v‘tu (comutativa);

= "’. - — ~a —
d) existe o vetor O tal que O+v=v+0=7v (ele-

#ento neutro);

\e) dado ¥, existe -V, tal que ¥+ (-¥)=(-V) +7=0

(elemento inverso).

Como, além disto, existe o produto de um nume
ro real a por um vetor ¥V, que é um vetor W=aV,com
as propriedades:

a) b(av )= (ba)7V;

(B)

b) 1.-1; = V-

(c)

b) (a+b)v=aV+ bV,

dizemos, entao, que o conjunto dos vetores

constitui um espago vetorial sobre o corpo dos numeros

reais, devido as propriedades (A), (B) e (C).

Nota. O produto aV de a por V. e denomi-

nado, também, produto do escalar a pelo vetor V.
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EXERCICIOS

1. Ha diferenga nas operagdes indicadas abaixo ?
AB + BC = AC
A+7vV =8B
(B-A) + (C-B)=(C-A)
qT+7 =W
2. A operagao de adigao de segmentos orientados conse
cutivos é comutativa? Por que?

3. Qual é a estrutura do conjunto V' de pares ordena
dos de numeros reais relativos (a,b) para a adigao

definida por
G0 ISR ) T, c, b+ &) 2

L. Qual é a estrutura do conjunto V, se acrescentar-
mos a anterior a nova operagao
a(a,b) = (aa, ab),

onde O e real?

§ 29 - DEPENDENCIA LINEAR

2.1. DEFINIGAO. Diz-se que n vetores

= L~ = . .
vl,va,...,vn sao linearmente independentes,ou que (o)

conjunto € linearmente independente, se de

n
z :a.Vl =0
a Bl

3=

decorre que todos os numeros ai (reais) sao nulos.

~ .- -
h 1g < ao nulo,em a,vi=0
Se houver algum a, n iulo, Z iV 5

entao os vetores saoc linearmente dependentes.

TEOREMA 1. O vetor 0 é linearmente depen-

dente e, também, linearmente dependente com qualquer

conjunto de vetores.

Com efeito, 1.0=0 prova que existe um ai=l
que nao € nulo.

Por outro lado,

mostra que os n+l vetores O,Vi,..,,Vh sao linearmen

te dependentes.

. 2.2. DEFINIGAO. O vetor Vi nao nulo é para
lelo a Vé nao nulo se e somente se
s~

Dai, e claro que Vi e Vv, tem a mesma diregao.

TEOREMA 2. Se ¥,

sao linearmente dependentes.

é paralelo a Vé, v, e Vé

-

-~ ’ — ~ -
tao, v =
Como v1 e paralelo a v2, en y ¥y >
- - @ — — ~
ey - a e V, eV sao
ou seja vy av2 O, o que mostra qu 1 >

linearmente dependentes, pois Vl = 1. Vi.
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TEOREMA RECIPROCO. Se ¥, e V., nao nulos, sao

e
1 -
linearmente dependentes, Vi e ?é sao paralelos.

Como ambos sdao nao nulos, entao alVi4-a2§E:=O
e pelo menos um dos ai, por exemplo, al é diferente

- 4
de zero. Dai, vem

[

—_— 2 - - —— - 2 —
=~ 2 Yo gu Vo =b Vs onde b#0, pois vlr-‘O.
Entao, v, e Vé tém a mesma diregdo, pois ¥

[0 R

tem a diregao de b V,, ou seja, a de Vé. Logo, Vi
paralelo a ?é.

Reunindo o teorema2e o seu reciproco, temos:

Condigao necessaria e suficiente para que dois

vetores ndo nulos sejam paralelos é que os mesmos se-

Jjam linearmente dependentes.

TEOREMA 3. Se V¥, ¢ paralelo a V,, entdo exis-
V.

te um SO numero real a tal que Vi = a

De fato, se ?i = a Vé e 7i - a'Vé, entao
Vi - Vi =0=a Vé - a'?é = (a - a')V,, donde, como
Vé #0, vem a -a' =0 e a = a'.

2.3. DEFINIGAO. Tres vetores ndo nulos sao

complanares se podem ser representados por tres segmen

tos Jr;entauos‘:omp:anares.
A definigao estende-se a mais de tres veto-
res.

TEOREMA 4. Se V., ¥, e Vé sao complanares,

entao sao linearmente dependentes.

Como nenhum deles é nulo, tomemos o ponto O
num plano paralelo ao que contém os segmentos represen
tantes e, suponhamos os vetores dois a dois nao parale

los. Consideremos o vetor A - O = V.. Em seguida, tra

ik

cemos por O a reta que tem a diregao de Vé e, por A,
a reta de diregao igual a de VB. Estas retas cortam-
se em B.

Temos entao, o ve- i
tor B-A:a.BV3 e o vetor : %
B-0-= 82..2' Dai, temos v
(A-0)+(B-A)=B-0, donde
—- = o B
V) +agi;=a,7, ou 0 S

- -— - -t _“"_._

l.v, +a asy =305

i AR
Logo, ¥, v, e ?3 sao linearmente dependen-
tes, como é obvio.

. — -— ~
Se dois vetores, por exemplo, V. e v, sao pa-

il
ralelos, entao, temos: ¥, =a Vé. Dai, vem
— e — .-. =-o.
vy a v2 + 0 v3 -

0 que prova que Vi, Vé, Vé sao linearmente dependen-

tes.
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Este numero independe da base ortogonal dex-

trogira escolhida, mas depende da orientagao do espago,

o que & facil provar.

Sao propriedades imediatas:

1. (A% )= (FAD) xT;

2. (A2 ¢)=(FTE)=(TTT)

O produto definido no § 69 satisfaz & defini

gao acima.
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