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De sua atividade destaca-se o lancamento ou reedicio de uma
série de livros destinados principalmente aos professores e estu-
dantes brasileiros dos cursos de nivel médio. Neste tltimo caso
sitna-se o famoso livro do Professor THALES MELLO CARVALHO,
agora sob a responsabilidade desta instituicdo.

O nome do autor e as infimeras edicdes atingidas tornam desneces-
siria qualquer apresentacdo dessa obra, vastamente conhecida em
todo o Pais, por alunos e professores de Matematica.

A edicio presentemente lancada pela FUNDACAO GETULIO
VARGAS difere das anteriores apenas em seu aspecto formal.
Os trés volumes que anteriormente constituiam Matemdiica para
o curso colegial foram reunidos neste Ginico volume de MATEMA-
TICA (2° ciclo). A matéria, todavia, € exatamente a mesma que
tornou classica essa obra didéatica, ressalvados alguns pontos que
mereceram a atualizacio procedida pelo Professor AMAURY PEREIRA
Muniz, a quem a FGV incumbiu do encargo de revisio do texto
e sua adaptacio aos atuais curriculos.

Esta edicio, portanto, atinge a dois objetivos distintos mas
igunalmente importantes: presta sua homenagem a memoéria do
saudoso professor e oferece a alunos e professores um livro-texto
de alto contetido didatico.
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“Ao professor compete fazer
do livro um organismo pldas-
tico e vivo; compete-lhe es-
colher o que se pode fazer
e 0 que se pode deixar, o
que se pode antepor ou
pospor segundo as condi-
¢Oes peculiares dos alunos.
O que importa muito mais
€ a aptiddao para pensar
do que o acumulo de co-
nhecimentos especificos que
haja conseguido fazé-los
aprender.”

“Nosso ideal deveria ser,
especialmente agora que o
ensino racional da Matema-
tica comega nas escolas
médias inferiores, encobrir,
ao menos a principio, o
rigorismo légico, como ma-
téria perigosa para ser to-
cada diretamente por maos
demasiado tenras. Cobrir
nado quer dizer desterrar. Ha&
um um riger substancial que
vale muito mais do que o
rigor formal. A armadura
fundamental do tratado e
do ensino hd de permane-
cer sempre impecdvel do
ponto de vista racional; mas
© organismo completo deve
estar bem nutrido de obser-
vagdes intuitivas; as mais
éridas consideracdes devem
ser sabiamente disfarcadas
e dosificadas, e as defini-
¢Oes esquemdticas oportu-
namente diluidas.”

F. SEVERI
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CariTUuLo 1

O Plano e a Reta no Espaco
DETERMINACAO DE UM PLANO

1. Preliminares. A geometria dedutiva baseia-se num corpo de
nogoes nao definidas e de proposigies ndo demonstradas.

Entre as primeiras podemos citar os elementos fundamentais da
geometria como o ponlo, a reta e o plano. Sio, conforme os concebeu
HiLeeRT, séres abstratos, verdadeiros simbolos vazios de significagio
a0s quais nossa inluigdo atribui um significado concreto compativel
com as impressdes que, através dos sentidos, recebemos do mundo
exterior. Assim, a imagem de um fio esticado, a orla de uma régua,
ete., dio-nos a impressio de uma linha reta; a superficie de uma mesa
ou de um espelho, por exemplo, sdo elementos intuitivos que asso-
ciamos & idéia de plano.

Sobre éstes elementos fundamentais estabelecem-se proposigdes ndo
demonstradas que se denominam aziomas ou postulados.

Pretendia-se outrora distinguir aziomas de postulados, definindo-se
0s primeiros como proposicies indemonsirdveis, porém evidenies e os
segundos como proposigies indemonstrdveis, mas ndo evidenles. A
condicio de evidéncia é, entretanto, iniitil para o processo dedu-
tivo(*). Sendo, além disso, um fator subjetivo, niio permitiria uma
classificaciio objetiva e rigorosa dos principios ndo demonstrados, nas
duas categorias: axiomas (proposigdes evidentes) e postulados (propo-
sicoes nido evidentes) (*¥).

O que hid de fundamental na nogio de axioma ou postulado ¢ que
éles representam proposigdes indemonstriveis, cuja aceitagio se torna

() “A condiglo de
que um certo po

evidéncia deve desaparecer por completo do processo dedutivo, Dizendo
ilado é evidente ou nfio evidente emitiremos uma afirmac¢io que nada tem a ver
com a teoria a construir. Pouco importa que os postulados apresentem aspecto artificial, obscuro
OUu mesmo foxal"" (AMoroso Cosra, M. As Jdéias Fundamentais da Matemdtica, Rio de Janeiro
Pimenta de Melo, 1929, p. 37).

(*%) “L'évidenc
subjective, ell
8xTH, F. Les Fonda

e n'est point une chose ahsolue, qui s'impose et qu'on ne puisse discuter; elle est
eré Et tous les esprits ne la congoivent pas de la meme maniere'’. (GoN

s, Paris, Lib. Le Francois, 1926, p. 11




necessiria como ponto de partida de todo o encadeamento légico
subseqiiente (*).

Usaremos, de preferéncia, o vocébulo postulado, cuja significagio
etimol6gica estd4 bem préxima da que lhe é, aqui, atribuida. ‘Postu-
lado, diz AMoroso Costa, (**) significa o que se pede, 0 que se supde
concedido; no caso presente, aquilo que nido nos obrigamos a de-
monstrar”.

2. Postulados da reta e do plano. Admitamos como postula-
dos, as seguintes proposi¢des que passaremos a analisar.

a) Dois pontos distintos do espago de-
terminam wma reta. Este postulado,
também, se pode assim enunciar: Por
dots ponlos distintos do espago passa
uma 86 reta. Déle temos a seguinte
nogdo intuitiva: deslocando-se arbitra-
riamente, no espago, uma reta fixa
num ponto A (Fig. 1), e admitindo-se
que ela possa tomar sucessivamente
todas as posigdes possiveis, somente
numa posi¢do ela passard por um pon-
to fixo B do espago, distinto de A.
b) Trés pontos distintos, ndao em li-
Fig. 1 ; nha reta, determinam uwm plano. Este
postulado também se pode enunciar
do seguinte modo: Por trés pontos distintos, ndo em linha rela,
passa um s6 plano. Déle temos a seguinte nociio intuitiva: fazen-
do girar um plano, supondo fixos dois de seus pontos A e B, e_ad-
mitindo que éle assuma todas as
posigdes possiveis, somente numa
posigdo conterd um determinado
ponto M do espago nio situado
sobre a reta AB (Fig. 2).
¢) A reta que passa por dois pon-
tos distintos de wm plano estd t6-
da contida néle, isto é, todos os
seus ponlos sdo, também, pontos
do plano.
Esta é uma propriedade caracte-
ristica do plano, chegando, al-
guns autores, até a consideri-la

(*) “La necessité d'accepter est équivalente a l'impossibilité de démonstrer. L’axiome est done
ce qu'il faut admettre pour pouvoir ensuite rester sans défaillance sur le plan logique”. (Gonsers,
F. ob. cit.,, p. 11).

(**) Ob. cit., p. 36.
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como definigdo do plano. Dela temos uma nogfio intuitiva, quando -
fazemos com que a orla de uma régua, em qualquer diregio, se-
adapte perfeitamente & superficie plana de uma mesa.

3. Proposicdes deduzidas. Vejamos, para ilustragio do que foi
dito, algumas proposigdes que se deduzem dos postulados anteriores.

a) Uma reta e um ponto exterior a
ela determinam um plano, ou, o que
¢ o mesmo, por uma reta e por um
ponlo exterior a ela passa um sé plano.

Seja a uma reta e M um ponto ex-
te_rior a ela. (Fig. 3). Tomemos, ar-
bitririamente, dois pontos distintos,
A e B sbbre a. Entdo, os trés pon-
tos, A, B e M, néio em linha reta, em
vi.rtude do postulado b) (n.° 2), deter-
minam um plano m, que contém a
reta a porque tem dois pontos comuns
(distintos) com ela (postulado ¢ do
Fig. 3 n.° 2). Esse plano ¢ o tinico que sa-
tisfaz as condi¢des do teorema, pois
qualquer outro plano, passando por a e por M, conteria os trés
pontos A, B e M e, portanto, coincidiria com 7. (postulado b
do n.° 2).
b) Duas retas distintas que tém um ponto comum determinam um
plano, ou o que é o mesmo, por duas retas distintas que tém um ponto
comum passa um 36 plano.
Sejam a e b duas retas distintas, tendo um" ponto comum M
(Fig. 4). Tomemos, arbitririamente, dois pontos A e B respectiva-
mente sdbre @ e b. Em virtude da hipétese feita, os trés pontos
4, B e M nio estio em linha reta e, portanto, determinam um plano

Fig. 4




7 (n.° 2, b) que contém as retas a e b porque tem com cada uma delas
dois pontos comuns (distintos) (n.° 2, ¢). Além disso, @ é o tnico
plano que satisfaz esta condi¢do, pois qualquer outro plano que con-
tivesse as retas a e b, conteria os pontos A, B e M e, portanto, coin-
cidiria com 7 (n.° 2, b).

¢) Duas retas paralelas determinam um plano, ou, o que é o mesmo,
por duas retas paralelas passa um sé plano.

Realmente, sabemos da geometria plana, que duas retas paralelas
sio aquelas que, situadas num mesmo plano, nfio se encontram.
Entdo, se a e b sdo duas retas paralelas (Fig. 5) estdo elas situadas
s6bre um plano 7, isto é, existe um plano 7 que as contém. Qualquer
outro plano nessas condi¢des, conteria trés pontos de m, distintos
e niio em linha reta (como, por exemplo, A’ e A’ de a e B’ de b, ou
B’ e B” de b e A’ de a) e, portanto, coincidiria com 7 (n.° 2, b).

4. Determina¢io de um plano. Dos resultados anteriores se
conclui que um plano fica determinado:

1) por trés pontos ndo em linha rela;

2) por wma rela e um ponto exlerior a essa rela;

3) por duas retas distintas que tém um ponlo comum;

4) por duas retas paralelas.

INTERSECCAO DE PLANOS E RETAS

J
5. Preliminares.
a) Um plano 7 divide o espago em duas regides que denominaremos
semi-espagos. Cada uma dessas regides tem uma infinidade de pontos,
caracterizando-se pela seguinte propriedade intuitiva que tomaremos
como postulado: (*)
Todo segmento de reta, que wune dois
pontos distintos do espago (ndo per-
tencentes a ), enconira ou ndo o pla-
no w conforme ésses pontos estejam
em semi-espagos diferenies ou mo mes- M
mo semi-espago.
Assim, por exemplo, o segmento de
reta CD que liga os pontos C e D 8
(Fig. 6), ndo pertencentes a 7 e situa-
dos num mesmo semi-espago, nio en- Fig. 6
contra 7, e o segmento de reta AB
cujas extremidades A e B niio pertencentes a 7, estdo situadas em
semi-espacos diferentes, encontra — num ponto M.

c

A

e,

\*) Severi, F. Elementos de Geometria, Tomo Segundo, Trad. de T. Martin Escobar, Madrid,

Editorial Labor, 1935, p. 157.
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‘li)iremos 1(:1;1119 dois fpon’tos estdo do mesmo lado, ou em lados opostos
e um plano, conforme pertengam, ou nio, a0 mesmo semi
determinado por ésse plano. Serip g

b) Da Geometria Plana sabemos que uma reta r, situada sébre
um plano_, deberrpma sobre éste dois semiplanos, caracterizados
pela seguinte propriedade intuitiva, que pode ser denominada Pos-
tulado dos semiplanos determinados por uma reta sébre um plano:

Todo segmento de rela que une dois pontos distintos de (nao perten-
cenles a r) enconira ou nio a rela
T, conforme ésses pontos estejam em
semiplanos diferenies ou no mesmo
semiplano.

Assim, o segmento AB (Fig. 7) en-
contra a reta r, porque A e B estiio
em semiplanos diferentes relativamen-
te a r, e 0 segmento CD niio a en-
Fig. 7 contra, porque C e D estdo no mes-

mo semiplano determinado por r.

c). .Anﬁ.logamente, um ponto M, tomado sébre uma reta r (Fig. 8)
dlwde_wtz'a em duas semi-retas, caracterizadas pela seguinte proprie-
dade intuitiva que denominare-

mos postulado das semi-retas de- C D
terminadas por um ponto sébre A B M
uma reta:

Fig. 8

Todo segmento de reta cujas ez-
tr.en_ndades sdo pontos (distintos) de r (diferentes de M) é ou nao di-
vidido por M, conforme ésses ponltos eslejam em semi-retas diferentes
ou na mesma semi-reta.

No primeiro caso est4 incluido o segmento CD da fi 8
gundo o segmento AB. i Wi

6. Posicdes relativas de duas retas. Duas retas distintas, no
espaco, podein ser complanares, isto é, estarem situadas num mesmo
plano, ou ndo complanares, isto 6, nio pertencerem a um mesmo

plano.

No primeiro caso, conforme J4 sabemos da Geometria Plana, elas
ou séo paralelas ou concorrentes, 1sto é, ou nio se encontram, ou en-
contram-se num ponto.

Para simplicidade de ex ao di
pressdo diremos que duas retas se cruza
quando niio sio complanares(*). iy

Désse modo, duas retas distintas
g no espac¢o ou se cortam num pon
ou nido tém ponto comum. e

(%) Szvens, F. ob. cit,, 2. vol,, p. 160,




Observemos, ainda, que se duas retas tém dois pontos distintos
comuns, em virtude do postulado, @, do n.°2 elas coincidem, isto 6,
tém uma infinidade de pontos comuns.

7. Posi¢des relativas de uma reta e um plano.

a) Se uma reta e um plano néo tém ponto comum, diz-se que sio
paralelos(*).

b) Se uma reta tem apenas um ponto comum com um plano, diz-se
que o plano e a reta se cortam. Neste caso, o plano divide a reta
em duas semi-retas, cada uma das quais estd situada num semi-espaco
determinado por ésse plano.

¢) Se uma reta e um plano tém dois pontos distintos comuns, em
virtude do postulado ¢) do n.° 2, a reta estd contida no plano.

8. Posicdes relativas de dois planos.

a) Se dois planos tém em comum trés pontos niio em linha reta,
em virtude do postulado b) do n.° 2, éles coincidem.

b) Admitamos que dois planos distintos tenham em comum dois
pontos distintos. Entdo, a reta definida por ésses pontos (n.° 2, a)
estd contida em cada um dos planos (n.° 2, ¢). Por outro lado, nio
pode existir nenhum ponto comum fora dessa reta, porque, do con-
trario, os dois planos coincidiriam (n.° 3, a) o que é contra a hipétese.
ConcrLusio: Se dois planos distintos tém dois pontos distintos em
comum, tém em comum todos os pontos da reta por éles definida e so-
mente ésses ponlos. s

¢) Suponhamos que dois planos distintos m e ¢ tenham em comum
um ponto M (Fig. 9). Sejam r e s duas retas distintas de 7 passando
pelo ponto M. Entdo, o plano o divide cada uma dessas retas em
duas semi-retas, situadas cada uma num semi-espaco determinado
pelo plano ¢ (n.° 7, b).
Seja A um ponto de uma das semi-retas de s e B um ponto da semi-
reta de r situada no semi-espaco oposto ao da semi-reta considerada
de s. Entdo, os pontos A e B es-
T tdo em lados opostos do plano o,
e, portanto, o segmento AB, situa-

Vi . do sébre m (n.° 2, ¢), encontra o
4 A em um ponto P, (n.° 5, a) dife-
P rente de M, pois, do contririo, os

g UL pontos A, M e B estariam em li-
""~8 nha reta e as retas r e s niio se-
7 ~ riam distintas, o que é contra a
hip6tese. Assim sendo, os planos
Fig. 9 m e ¢ tém dois pontos distintos
comuns M e P e, portanto, em

(*) Estudaremos, mais adiante, suas propriedades,
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virtude do teorema precedente, tém em comum todos os pontos da
reta MP e somente éstes.

ConcrLusio: Dois planos distintos, que tém um ponto comum, tém
em comum lodos os ponlos de uma rela que passa por ésse ponlo
e somenle ésse.

d) Se dois planos distintos ndio tém nenhum ponto comum diz-se

que siio paralelos. Verfamos,_mais adiante, que, existem tais planos
e estudaremos suas principais propriedades.

PARALELISMO DE RETAS E PLANOS

9. Preliminares. Destaquemos do estudo anterior as trés se-
guintes definigdes:

a) Duas retas do espago sio paralelas, quando pertencem a um mesmo
plano e ndo tém nenhum ponto comum, isto é, ndo se encontram.

b) Uma reta é paralela a um plano quando nio tem ponto comum
com éste, 1sto é, quando ndo o encontra.

A existéncia de uma reta e um plano em tais condic¢des serd demons-
trada mais adiante (n.° 11).

¢) Dois planos sio paralelos quando ndo tém nenhum ponto comum,
1sto é, quando ndo se encontram.

Convém lembrar que estas definigdes pressupdem o postulado funda-
mental de que a rela e o plano se podem prolongar indefinidamente.

10. Teorema. Por um ponto do es- I
pago pode-se tirar uma paralela a uma
rela e somenle uma.
Seja r uma reta do espaco e M um

ponto fora dessa reta (Fig. 10). De- M ;
signemos por m o plano definido por

M er (n°3,a). Uma paralela a r

tirada por M determinard com r um

plano (n.° 3, b) que, por conter a re- Fig. 10

ta r e o ponto M, deve coincidir ;

com . Entdo, pelo postulado fundamental da Geometria Plana,
haveri uma e sdmente uma paralela a r tirada por M, C. Q. D.

11. Teorema. Téda rela, nio situada sébre wm plano, e paralela
@ uma reta contida nesse plano, é paralela ao plano.

Seja_ 8§ uma reta nio situada num plano T e paralela a uma reta r
contida neste plano.

Se.a reta s encontrasse o plano , verificar-se-ia uma das duas se-
guintes hipéGteses, contrdrias A que foi feita:



a) a reta s encontraria o plano 7
num ponto situado sdbre r, e, por-
tanto, r e s seriam concorrentes;

b) a reta s encontraria o plano 7
num ponto exterior a r e, portanto,
r e 8 se cruzariam.

12. Corolérios.

a) Dadas duas retas paralelas, todo

“ plano que contenha uma delas e seja

distinto do plano por elas definido, é
Fig. 11 paralelo a oulra.

b) Por um ponto tomado jora de um
plano pode-se tirar uma infinidade de retas paralelas a ésse plano.
Obtém-se estas tirando pelo ponto retas paralelas is diferentes re-
tas contidas no plano.

13. Teorema. Dados uma reta ¢ um plano paralelos, todo plano
que passe pela reta e enconire o plano dado, corta éste plano sequndo
uma paralela a reta dada.

Seja r uma reta e 7 um plano paralelo a ela (Fig. 12). Tiremos por
r um plano ¢ que corte o plano 7 e seja s a reta de interseccio(*).
As retas r e s, situadas no mesmo plano @, nio podem encontrar-se,
pois, como s esté contida em 7, qualquer ponto comum a r e s seria,
também, ponto comum a r e ™, 0
que ¢é contra a hipétese. Logo, r
e s sio paralelas, C. Q. D.

14. Teorema. Dada uma rela e
um plano paralelos, téda paralela
rela, tirada por wm ponto do plano,
estd contida meste plano.

Seja r uma reta paralela a um pla-
no m (Fig. 12) e M um ponto déste
plano. Como s6 hd uma reta pas-
sando por M e paralela a r (n.° 10),
esta deve, entdio, coincidir com a Fig. 12

reta s, paralela a r (n.° 13), e ob-

tida pela intersec¢io com o plano 7 do plano ¢ definido por M
e r. Logo, a paralela procurada est4 contida no plano m,

15. Teorema. Se duas relas sio paralelas, todo plano que corta
uma delas também corta a outra.

*) O plano o pode ser determinado pela reta r e por um ponto arbitrdrio M de .
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Sejam r e s duas retas paralelas e 7 um plano que corta r num ponto
M (Fig. 13). Queremos demonstrar
que s, também, é cortada pelo pla-
no .
Realmente, se s nio encontrasse ,
ou seria paralela a 7 ou estaria
contida néle. Em ambos os €asos,
r, sendo paralela a s, e tendo um
nto M comum com 7 estaria con-
tida néle (n.° 14), o que é contré-
rio 4 hipétese. Logo, s também
corta m, C. Q. D.

16. Teorema. Duas retas distin-
tas, paralelas a wma lerceira, sdo Fig. 13
paralelas entre si.

Sejam m e n duas retas paralelas a uma mesma reta r (Fig. 14).
Queremos demonstrar que m e n sio paralelas entre si. Para isso
demonstremos separadamente que:

a) m e n estdio no mesmo plano;
n -~
r b) m e n ndo se encontram.

a) Admitamos que m e n ndo estivessem no
mesmo plano. Entdo, um plano passando por m
m cortaria n e, portanto, r (n.° 15). Cortanto r,
cortaria também m (n.° 15), o que é contririo A
hipétese. Logo, m e n estdo no mesmo plano.

b) Por outro lado, m e n niio se podem encon-
trar, pois, do contrério, terfamos por um ponto
do espaco duas paralelas m e n a uma reta r, o
que ¢ impossivel (n.° 10).

Fig. 14 Logo, m e n estdo no mesmo plano e nfo se en-
contram, isto é, sio paralelas.

17. Teorema. Se por duas retas
paralelas se tiram planos que se
corlam, sua interseccio é uma rela ——
paralela as retas dada

Sejam r e s duas retas paralelas

(Fig. 15). Qualquer que seja um

plano 7, passando por r, sua in- —_—
&

tersecciio com um plano qualquer
g, passando por s, é paralela a s
(n.° 13) e, portanto, a r (n.° 16). Fig. 15

0




CarfTUuLo 2

Poliedros

NOCOES GERAIS SOBRE POLIEDROS. POLIEDROS
REGULARES

1. Preliminares. Poliedro é um s6lido limitado por poligonos
planos, tendo, dois a dois, um lado comum. [sses poligonos deno-
minam-se faces do poliedro. Seus lados e seus vértices denominam-se,
respectivamente, arestas e vértices do poliedro.
Cada aresta de um poliedro é aresta de um diedro formado por duas
faces désse poliedro; cada vértice de um poliedro é vértice de um dngulo
poliédrico formado por trés ou mais de suas faces. Entdo, um poliedro
tem tantos diedros quantas sdo suas arestas e tantos dngulos poliédricos
quantos sdo seus vérlices.
Diagonal de um poliedro ¢ um segmento de reta que une dois vértices
quaisquer désse poliedro, nio situados na mesma face. Désse modo,
as diagonais das faces de um poliedro nio siio diagonais désse poliedro.
Plano diagonal de um poliedro ¢é todo plano que passa por trés vér-
tices quaisquer désse poliedro, nio situados na mesma face.
A figura 54, por exemplo, representa um poliedro de 8 faces, das
A B quais duas ACEF e DEFG sio quadriliteros e

A
N e

/ seis AFG, ABG, BDG, CDE, BCD e ABC sio
\ trisngulos. Tem 13 arestas, e portanto, 13

\% diedros e 7 vértices e, consegiientemente, 7
o Angulos poliédricos.

~ R A A . 2 -

\_[,/ Déstes, os fingulos de vértices E e F sio tne-
ERO dros e os demais sdo Angulos poliédricos de 4
Fig. 54 faces.

Diz-se que um poliedro é convexo se, em relagiio a qualquer de suas
faces, éle estd todo situado num mesmo semi-espago por ela deter-
minado.

Observemos que um poliedro convexo niio pode ser encontrado em
suas faces por uma reta em mais de dois pontos, pois, se assim o fOsse,
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os pontos extremos de interseccdio dessa reta com as faces do poliedro

nio estariam no mesmo semi-espaco, limitado pelo plano da face
que contém um qualquer dos pontos intermedidrios de intersec¢do.

9. Classificacio dos poliedros. Analogamente ao que se faz em
Geometria Plana para os poligonos, pode-se classificar o0s poliedros
conforme seu nimero de faces. Tem-se assim {fetraedros (poliedros
de quatro faces), pentaedros (poliedros de cinco faces), hexaedros
(poliedros de seis faces, etc.).

Essa classificaciio, entretanto, nio tem a mesma importdncia da
classificacio dos poligonos (pelo nimero de lados) na Geometria
Plana, pois, como iremos ver, dois poliedros de mesmo nimero de
faces podem ter conformagio absolutamente diversa, pertencendo a
duas categorias diferentes de sélidos.

Para finalidade diddtica é conveniente grupar 0s poliedros em duas
categorias:

1) poliedros regulares;

9) poliedros ndo regulares.

Poliedro regular é aquéle em que todas as faces siio poligonos regulares
iguais e todos os Angulos sélidos do mesmo niimero de faces sdio iguais.
Veremos, mais adiante, que sido em ndmero limitado.

Os poliedros ndo regulares sao aquéles que nilo satisfazem a condicdo
anterior. Estudd-los-emos na ordem seguinte:

1) prismas;

92) paralelepipedos;

3) pirdmides;

4) troncos de prisma e de pirdmade.

3. Teorema de Euler.

a) Consideremos um conjunto de nimero finito de poligonos, tais
que;

1°) cada um déles tenha pelo menos um lado comum com oudro poligone
do conjunlo;

2°) cada lado de um poligono qualquer do conjunio, ou seja comum
a dois poligonos ou perlenga a um 86 poligono;

3.°) os lados dos poligonos que pertengam a um s6 poligono constituam

uma linha poligonal fechada.

Para facilidade de expressio denominaremos areslas livres aos lados
dos poligonos satisfazendo esta dltima condigdo e vértices livres aos
vértices das arestas livres.
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A Fig. 55 dé uma idéia do que pode ser um tal conjunto. Observamos
que ela verifica as trés condigdes
acima, sendo ABFHIJKLM a li-
nha poligonal fechada constituida
pelas arestas livres.

Chamaremos faces marginais aque-
las que contém pelo menos uma
aresta livre. Assim BCF é uma
face marginal, porque contém a
aresta livre BF; ANKLM é uma
face marginal, contendo as are:tas
livres KL, LM e MA, etc.

Representemos por

Fig. 55

V: o mimero de vértices désse conjunto;
A: o niumero de arestas désse conjunto;
F: o numero de faces désse conjunlo.

Vejamos que alteragiio sofre a expressio V + F — A, quando se
destacam do conjunto sucessivamente faces marginais.

Observemos que destacando uma fase marginal que contenha uma
86 aresta livre (como BCF), o conjunto perde uma face, uma aresta
(no exemplo citado, a aresta BF), porém conserva os mesmos vértices.
Se a face destacada tivesse duas arestas livres (como a face FGHI),
o conjunto perderia uma face, duas arestas e um vértice. Se a face
destacada tivesse trés arestas livres (como a face AMLKN), o conjunto
perderia uma face, trés arestas e dois vértices. Se, de um modo geral,
a face destacada tivesse n arestas livres, o conjunto perderia uma
Jace, n arestas e n — 1 vértices, pois n arestas livres (consecutivas)
de uma face determinam n — 1 vértices livres. Entdio, represen-
tando por V’, A’ e F’, respectivamente, os niimeros de vértices, ares-
tas e faces do novo conjunto, seria

Vi=V-m-1) FF=F-1
e, portanto,
V+F-A=V-—n-1)4+F—-1—-A-n)=V+F-4A

Concluimos, entdo, que a expressio V + F — A nio se allera quando
se destaca uma face marginal.

Destaquemos entiio, sucessivamente, cada face marginal do conjunto
até reduzi-lo a uma tnica face. Sendo 7 o nimero de lados dessa
face, serd

A=A —n

V=n F=1 A=n

e, portanto,
V+F—-A=n+1—-n=1

Concluimos, entiio, que V + F — A = 1, qualquer que seja o ni-
mero de faces de um conjunto como foi definido.

b) Consideremos um conjunto que, além de satisfazer as condi¢des
anteriores, verifique, ainda, a seguinte: a poligonal fechada de suas
arestas livres forme um poligono plano.

Seja A BCDE essa poligonal (Fig. 56)
de um conjunto para o qual, de
acdrdo com o que ji foi dito, se
tem

V+F—-—A=1 (1)

Construindo um poligono A’B'C’
D'E’ cujo contdrno possa coincidir
com essa poligonal, e acrescentan-
do ésse poligono ao conjunto, de
modo a realizar a coincidéncia re-
ferida, formamos um poliedro, cujo
niimero de vértices e arestas é o
mesmo do conjunto anterior, mas
cujo nimero de faces aumentou
de uma unidade. Entio, a relagio
(1) passa a ser

V4+F—-—A=2

V4+F=A4+2 @)

:B- mo todo poliedro convexo é tal que, destacando-se uma qualquer
le suas faces, se obtém um conjunto como o que foi estudado, o
esultado anterior pode ser assim enunciado(*):

Em todo poliedro convexo o nimero de arestas mais 2 é igual ao nimero
de jaces mais o nimero de vértices. (Teorema de Euler).

4. Poliedros regulares. Vimos no n.° 2 a defini¢io de poliedros
egulares. Facamos, agora, ligeiras consideragdes sdbre os mesmos.

) O leitor percebe pe!o estudo anterior que o teorema é vélido para poliedros ndo converos, desde

ue satisfacam as condigdes estudad Estender, entr to, 0 teorema a ésse caso, fazendo as
rigdes necessdrias, exigiria um maior desenvolvimento, que nos parece dispensdvel dada a fina-
dade déste compéndio.
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Observemos, inicialmente, o seguinte fato: enquanto na Geometria
Plana se pode construir um poligono regular de um nimero qualquer
de lados, na Geometria no Espago, o nimero de poliedros regulares
¢ limitado a cinco apenas, pois, como iremos ver, sua existéncia de-
pende de algumas condigdes.

Mostremos que as faces de um poliedro regular s6 podem ser {ridn-
gulos equildteros, quadrados ou pentdgonos regulares, ou, em outras
palavras, que o nimero méximo de lados da face de um poliedro
regular é cinco.

Realmente, sabemos da Geometria Plana que o 4ngulo interno de
um poligono regular de n lados é

180° (n — 2)
n

A =

=180 — S
n

Aumentando n, a fracio diminui e, portanto, .4; aumenta.

Assim, o 4ngulo interno do hexdgono regular é menor do que o do
heptdgono regular, que é menor do que o do octégono regular, ete.
Mostremos que um hexégono regular nfio pode ser face de um poliedro
regular,

De fato, sendo 120° o fngulo interno de um hexégono regular, se
existisse um poliedro regular de faces hexagonais, um 4ngulo polié-
drico déle, tendo, no minimo, trés faces, teria para soma das faces
3 X 120° = 360°, o que é impossivel, visto que a soma das faces
de um 4ngulo poliédrico é inferior a quatro dngulos retos (Cap. 1,
n.° 66). Entio, em virtude do que foi dito, os poligonos regulares
de mais de 6 lados também nio podem ser faces de um poliedro
regular.

Fica, assim, demonstrado que as faces de um poliedro regular s6
podem ser tridngulos equildleros, quadrados ou pentdgonos regulares.
Sejam, entdo, n e p, respectivamente, o nimero de arestas de cada
face e o nimero de arestas de cada Angulo poliédrico de um poliedro
regular. Sendo F o nimero de faces conclufmos que o nimero 4
de arestas é
Fn
A = ) (3)

visto que cada aresta pertence a duas faces. Analogamente, como
cada aresta une dois vértices, sendo ¥V o nimero déstes, o nimero
de arestas serd

-
~
=

)

o
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Das relagdes (3) e (4) resulta

V = Fn_ (5)
P
Substituindo os valéres (3) e (5) na relagéo (2) obtemos:
F= P 6)

2(n+ p) — n;{

Sendo 7, no mfnimo igual a 3 e no mAximo igu.al a 5 (c’on}o"demgng-
tramos), podemos formular somente as trés seguintes hipéteses: n = 3,
n=4 e n=>5.

a) n =3 (faces triangulares). Nesta hipétese a relagio (6) se trans-
forma em

4 a
F—G—p )

Como p > 3, a relagio (7) s6 di valores
inteiros (e positivos) para F nos seguintes
€Aasos:

a) p = 3, donde resulta F = 4. O.polic-
dro apresenta, entiio, quatro f{l'ces _triangu-
Fig. 57 lares; é o letraedro regular (Fig. 57).

b) p = 4, donde resulta F = 8. 0 sélido constituido de oito faces

triangulares (Fig. 58) é o octaedro regular.

Fig. 59

¢) p =5, donde resulta F' = 20. Tem-na um poliedro formado por

vinte faces regulares: o icosaedro regular (Fig. 59).

d) n =4 (faces quadrangulares). Nesta hipétese a férmula (6) se

se reduz a
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e, como p > 3, sdbmente para p = 3 fornece um valor inteiro (e posi-
tivo) para F, a saber F = 6. O sélido apresenta, pois 6 faces qua-
drangulares; é o hexaedro regular ou cubo (Fig. 60).

Fig. 60 Fig. 61

¢) n = 5 (faces pentagonais). Nesta hipétese a férmula (6) se reduz a

fornecendo, sdmente para p = 3, um valor satisfatério para F, a
saber, F = 12. Tem-se, entiio, um poliedro formado por 12 faces
pentagonais: o dodecaedro regular (Iig. 61).

5. Exercicios para resolver.

1. Calcular o nimero de arestas de um poliedro convexo que tem 6 faces e 6

vértices. Resp.: 10
2. Quantos vértices tem um poliedro convexo que tem 10 faces triangulares?
Resp.: 7

3. Num poliedro convexo o mimero de arestas excede o mimero de vértices
de 12. Determinar o mimero de faces. Resp.: 14
4. Num poliedro convexo de 17 arestas, o nimero de vértices excede de 1
unidade o nuimero de faces. Determinar éstes.
Resp.: V=10, F =9

5. Um poliedro convexo tem n faces triangulares e p faces quadrangulares.
Determinar o nimero de seus vértices.

Resp.: V=p+2+-%

6. Um poliedro convexo de F faces e V vértices é formado de faces triangulares
e faces quadrangulares. Determinar o nimero destas.

Resp.. z=2(V-2)—F

“

PRISMA

6. Superficie prismética. Consideremos um poligono ABCDE
(Fig. 62) e tiremos de cada um de seus vértices retas AA’, BB', CC,
DD’, EE' paralelas entre si e nio situadas no plano désse poligono.
A superficie constituida pelas por-
¢oes de plano limitadas por duas
retas paralelas que passam por
vértices consecutivos, denomina-se
superficie prismdtica.

7. Prisma. Consideremos um
plano paralelo ao plano do poli-
gono ABCDE. Seja o poligono
A'B'C'D'E' sua sec¢do com a Su-
perficie prismitica (Fig. 62). Os
segmentos AA’, BB/, CC', DD,
EE' sio iguais como sendo inter-
seccoes de retas paralelas por pla-
nos paralelos (Cap. 2, n.° 26).
Logo, os quadriliteros ABB'A’,
BCC'B’, CDD'C', DEE'D’, EAA'E’
sio paralelogramos e, portanto, seus lados opostos sdo iguais, isto &,

Fig. 62

AB = A'B’, BC=BC(, ... EA=FE'A’

Os 4ngulos planos A e A’, respectivamente, dos poligonos ABCDE
e A'B'C'D'E' siio iguais, por terem lados paralelos e de mesmo sentido
(Cap. 1. n.° 28). Do mesmo modo demonstraremos as igualdades
dos 4ngulos planos B e B', C e (*, etc,, respectivamente, dos poli-
gonos ABCDE e A'B'C'D'E'. Logo, ésses poligonos tém lados e
dngulos iguais dois a dois. Sio, portanto, iguais.

Entio, as seccdes em dois planos paralelos, determinadas por uma super-
ficie prismdtica, sdo poligonos guais.

Vemos, assim, a possibilidade da existéncia de um poliedro, de cujas
faces duas sdo poligonos iguais e as demais paralelogramos em niumero
igual ao nimero de lados dos poligonos iguais. Um tal poliedro deno-
mina-se prisma.

As faces do prisma, que sio poligonos iguais, chamam-se bases do
prisma. As demais (paralelogramos) chamam-se faces laterais do
prisma.

As arestas niio situadas nas bases do prisma (como A4LFRBYE ST
chamam-se arestas laterais; as demais denominam-se arestas das bases.
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Uma pirimide hexagonal regular de 36 dm de perfmetro da base e 9 dm
de aresta lateral foi cortada por dois planos paralelos A sua base que divi-
diram sua altura em trés partes iguais. Achar o volume do tronco cujas
bases estdo situadas sbbre ésses planos.

Resp.: 162,54 dm?®

Demonstrar que se o apétema de um tronco de pirdmide regular de bases
quadrangulares é o dobro da média aritmética das arestas das bases, a altura
¢ a média geométrica dessas arestas,

Sendo a e a, respectivamente, as arestas das bases do tronco de pirimide,
definido no exercicio anterior, calcular sua drea lateral e seu volume.

Resp.: S; = 2 (a + a')?

2+/aa"

V= 3

(a* + a” + aa’)

Sendo a, a — r e a + r, respectivamente, o apétema e as arestas das bases
de um tronco de pirdmide quadrangular regular, calcular r de modo que

a frea lateral seja m vézes a 4rea total do paralelepfpedo retdngulo de
dimensdes a, a —r e a+r.

Resp.: L \3mt — 2m.
m

CariTuLo 3

Os Corpos Redondos

NOCOES SOBRE SUPERFICIES

1. Preliminares. Quando uma linha ! se desloca no espago
(Fig. 91), o conjunto de todos os pontos situados sébre a infinidade
de posicdes de [, constitui uma superficie. Diz-se, entio, que, no
seu movimento, a linha [ gera a superficie, sendo, por isso, chamada
geratriz da mesma. Cada posi¢io sucessiva de [ é uma linha perten-
cente & superficie e cada ponto M
de I descreve uma linha s situada
na superficie (Fig. 91).

Pode-se admitir que, no seu movi-
mento, a geratriz [ se mantenha ou
nio invaridvel em forma e em gran-
deza. No segundo caso, a defini-
¢do geomélrica da superficie exigi-
rd4, também, o conhecimento da
lei de variagio da geratriz | du- Fig. 91

rante seu movimento.

Para tornar mais claras essas nogdes, vejamos, a seguir, o modo
de geragiio de algumas superficies.

1

2. Superficie de revolucio. Seja ¢ uma linha situada num
semiplano, que designaremos por , cuja origem é uma reta r (Fig. 92).
Dando a 7 uma rotagiio de 360° em t6rno de r, a linha g ird descrever
uma certa superficie(*) que se denomina superficie de revolugdo ou
superficie de rotagdo(**).

Cada ponto de g, ndo situado sdbre r, desereve uma circunferéncia
cujo centro estd em r e cujo plano é perpendicular a r. Estas circun-
feréncias denominam-se paralelos da superficie de revolu¢iio e repre-
sentam intersec¢des da superficie com planos perpendiculares ao eixo
de rotaciio r.

(*) Isto equivale a supor, como o fazem muitos autores, que a linha ¢ dé uma rotacfio de 360°
em tdrno de r, conservando-se invaridvelmente ligada A reta r.

(**) Severi, F. Elementos de Geomeiria, Editorial Labor, 2,° vol., 1931, p. 269.
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Cada posi¢io da linha g, no seu movimento de rotagio, representa
a intersecgdo da superficie com um determinado semiplano de origem

r. Déste modo, todo plano que passe pelo
r eixo corta a superficie segundo duas geratri-
zes, situadas em semiplanos opostos e, portan-
:‘ Ab..... 5 to, simétricas em relagio a r. O conjunto
dessas duas linhas denomina-se meridiano da
superficie. Todo plano que contém o eixo
r denomina-se plano meridiano da superficie.

. Observemos, ainda, que a superficie de revo-
b e [ lugiio pode ser gerada por uma circunferéncia
de raio varidvel, cujo centro descreve o eixo
r e cujo plano é perpendicular a éle, tendo a
circunferéncia sempre um ponto em comum
com uma determinada posi¢io da linha g no
espaco. Nesse caso, a circunferéncia varidvel
é a gerairiz da superficie, denominando-se di-
retrizes as linhas g e r.

o o

------

~~~~~~ 3. Superficies cilindricas. Consideremos
uma linha d, plana ou nfo, e uma reta r
(Fig. 93). Suponhamos inicialmente que se d
Fig. 92 é plana, a reta r niio é paralela ao plano de d

e nio estd contida néle.

Admitamos que uma reta’g se desloque no espaco, conservando-se
sempre paralela a r e tendo um ponto comum com d. A superficie
gerada por g denomina-se superficie
cilindrica e as linhas ¢ e d denomi-
nam-se, respectivamente, geratriz e |r
diretriz da superficie cilindrica.

Observemos que a diretriz d pode ser AL
substituida por qualquer outra linha, -
que esteja situada sbbre a superficie
e encontre todas as geratrizes.

Se a linha d é fechada, a superficie
cilindrica diz-se fechada (Fig. 94). Se
d é uma reta, a superficie se reduz a
um plano. Se d é uma linha plana,
cujo plano contém r ou é paralelo a 4
éle, a superficie também se reduz a
um plano.

Seja d uma diretriz plana de uma

superficie cilindrica, ou seja a intelsec¢iio da superficie com um
plano 7™ que corte suas geratrizes (Iig. 94). A superficie cilindrica
pode ser gerada pela linha d, supondo-se que ela se desloque no

-t
- ~
+

Fig. 93
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espago de modo que seu plano se conserve sempre paralelo a T e
que dois de seus pontos descrevam retas paralelas.

Nesse caso, d é a gerairiz da superficie.
r
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Fig. 94 Fig. 95

4. Superficie cilindrica de revolu¢io. Consideremos duas retas
paralelas g e r (Fig. 95) e designemos por m o semiplano de origem
r que contém a reta g. Dando a m uma rotac¢io de 360° em torno
de r, a reta g ird descrever uma superficie (n.° 2) que, em virtude
do que foi dito, é, também, uma superficie cilindrica, pois ¢ em qualquer
posi¢iio se conserva paralela a r. Tal superficie denomina-se super-
Jicie cilindrica de revolugdo. Sua intersec¢io com um plano perpen-
dicular a r é uma circunferéncia cujo centro estd em r.

A distdncia (constante) das retas paralelas r e g denomina-se raio
da superficie cilindrica de revolugio.

Observemos, ainda, que a superficie cilindrica de revolucio pode
ser gerada por uma circunferéncia de raio constante, cujo centro
descreve uma reta, conservando-se seu plano sempre perpendicular
a esta reta. Neste caso, a circunferéncia serd a geratriz da superficie
cilindrica.

5. Planos secante, tangente e exterior a uma superficie cilin-
drica de revoluc¢io. Consideremos uma superficie cilindrica de re-
volugiio o (Fig. 96) e seja @ um plano perpendicular ao seu eixo e.
Como j4 vimos (n.° 4) a intersecciio da superficie ¢ com o plano «
é uma circunferéneia cujo centro designaremos por 0. Sejam 7 um
plano paralelo ao eixo da superficie o, e @ a reta de interseccio dos
planos 7 e a.

Observemos, inicialmente, que se m cortar a superficie cilindrica, as
intersecgdes serdio retas paralelas ao seu eixo, isto é, serdo gerairizes
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da superficie. Haverd tantas retas de intersec¢iio quantos forem
os pontos comuns & reta a e A circunferéncia O.

Se, entdo, a reta a for secante i circunferéncia O, isto é, tiver com
ela dois pontos comuns dis-
tintos A e B (Fig. 96), o pla-
no 7 conterd duas geratrizes
r e s da superficie o, que pas-
sardo, respectivamente, por
A e por B. Nesse caso, o
plano 7 dir-se-4 secanle i su-
perficie o.

Se a reta a for tangente &
circunferéncia O, isto é, tiver
com ela apenas um ponto
em comum, o plano 7 conte-
r4 apenas uma geratriz da
superficie o, a saber, aquela
que passar pelo ponto comum
A circunferéncia O e 3 reta a.
Nesse caso o plano 7 dir-se-4
? tangente 3 superficie o.
Fig. 96 Se a reta a ndo tiver ponto
: comum com a circunferéncia
0, o plano 7 niio terd ponto comum com a superficie o e dir-se-4 ex-
terior a ela. A distdncia do plano 7 ao eixo e do cilindro é a mesma
disténcia da reta a ao ponto 0. Da Geometria Plana sabemos que, con-
forme seja essa disténcia inferior, igual ao superior ao raio do cfrculo O
(que é o préprio raio da superficie cilindrica de revolugio), a reta
a serd secante, tangente ou exterior ao circulo 0. Podemos, entdo,
dizer que o plano 7 é secanle, tangente ou exlerior A superficie cilin-
drica o, conforme sua distdncia ao eixo da superficie seja inferior,
igual ou superior ao raio da mesma.

6. Superficies conicas. Seja d uma
linha qualquer e P um ponto a ela
ndo pertencente (Fig. 97). Seja g uma
reta que se desloque no espago, pas-
sando por P e tendo em cada posicio
um ponto comum com d. A superficie
gerada por ¢ denomina-se superficie
comica. O ponto P chama-se vértice
da superficie e a linha d diretriz da
mesma.

Observemos que a direlriz d pode ser
substituida por qualquer outra Ili-
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nha que esteja situada sébre a su-
perficie conica e encontre tOdas as
direlrizes.

Se d é uma linha fechada, a superficie
conica diz-se fechada (Fig. 98). Se d /
é uma reta, a superficie se reduz a
um plano.

7. Superficie conica de revolucdo.
Sejam r e ¢ (Fig. 99) duas retas
concorrentes, porém nio perpendicu-
lares e seja ™ o plano por elas defi-
nido. Dando a 7 uma rotagio de 360° Fig. 98

em torno de r, a reta g ird descrever

uma superficie de revolugio (n.° 2), que, em virtude do que foi dito,
é, também, uma superficie cénica, pois a geratriz g, em qualquer
posi¢iio, passa pelo ponto fixo P. Tal superficie denomina-se super-

ficie conica de revolugdo.

Sua intersec¢io com um plano qualquer per-
pendicular a r é uma circunferéncia cujo cen-
tro estd em r. Qualquer uma dessas circunfe-
réncias de interseccio pode ser considerada
diretriz da superficie conica.

O vértice P divide a superficie conica em duas
jolhas distintas, sendo cada uma dessas félhas
geradas por uma das semi-retas de g de ori-
gem P.

O 4ngulo agudo formado por qualquer uma
das semi-retas de ¢ com o eixo r denomina-se
abertura da superficie conica.

Observemos, ainda, que a superficie cénica
de revolucio pode ser gerada por uma cir-
cunferénecia de raio varidvel, cujo centro des-
creve o eixo r, cujo plano é perpendicular a r
e que tem sempre um ponto em comum com
a reta g.

8. Planos secante, tangente e exterior a
uma superficie conica de revolucio. Con-
sideremos uma superficie conica de revolugéo
o (Fig. 100) e seja & um plano perpendicular ao seu eixo. A inter-
secciio da superficie ¢ com o plano a é, como j4 vimos (n.° 7), uma
circunferéncia cujo centro O estd sébre o eixo da superficie conica.
Seja 7 um plano passando pelo vértice P da superficie conica e a
a reta de intersecc¢dio dos planos 7 e a.
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Observemos, de infcio, que, se m cortar a superficie conica, as inter-

: secgdes serdio retas que passam pelo ponto P, isto é, seriio geratrizes
«da superficie conica. Haverd tantas retas de intersec¢iio quantos
‘forem os pontos comuns A reta a e a
‘circunferéncia 0.

Se, entdo, a reta a for secante i circun-
feréneia 0, isto é, tiver com ela dois
pontos comuns distintos A e B (Fig. 100),
o plano 7 conterd duas geratrizes r e s
da superficie ¢ que, passardio, respecti-
vamente, por A e por B. Nesse caso,
o plano 7 dir-se-4 secante A superficie
cOnica.

Se a reta a for tangente A circunferéncia O,
isto &, tiver com ela apenas um ponto em
comum, o plano 7 conterd apenas uma
geratriz da superficie o, a saber, aquela
que passar pelo ponto comum & circunfe-
réncia O e A reta a. Nesse caso, o plano
7 dir-se-4 tangente A superficie conica.

Se, finalmente, a reta a nio tiver ponto comum com a circunferéncia
0, o plano 7 niio terd ponto comum com a superficie o (além do vér-
tice P) e dir-se-4 exterior a ela.

Pela Fig. 100 podemos’ concluir que o plano 7 serd secante, tangente

Fig. 100

N\
ou exterior A superficie ¢bnica o, conforme o ﬁngulq agudo OPR glo
eixo da superficie com o plano 7 (*) seja inferior, igual ou superior

N
A abertura da superficie conica (dngulo OPM).

9. C(lassificacio das superficies. Data de MoNGE(**) a_idéia de
classificar as superficies segundo seu modo de geragao. Ass1m, aten-
dendo-se & natureza da gerafriz, grupam-se as superficies em duas
grandes classes:

a) superficies retilineas que podem ser geradas por uma linha reta;

b) superficies propriamente curvas ou curvilineas, sbbre as quais niio
é possivel tragar uma reta.

10. Superficies retilineas. As superficies retilineas podem ser
divididas em dois grandes grupos:

a) superficies desenvolviveis;

b) superficies reversas.

(*) Angulo de uma reta com um plano é o Angulo dessa reta com sua projeclio ortogonal sdbre
o plano,

(**) Gasrarp MoxNGE, gedmetra francés (1746-1818),
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~do grupo dos cilindréides. Sio as superficies

- a um plano fixo (plano diretor) e se apéia s6bre
- uma reta e uma curva, denominadas diretrizes.

Diz-se que uma superficie é desenvolvivel se, suposta flexivel mas

inextensivel, pode ser adaptada sébre um plano sem ser necessério
sofrer qualquer dobra ou ruptura.

As superficies nio desenvolviveis denominam-se reversas.

11. Superficies desenvolviveis. Entre as superficies desenvolvi-
veis podemos citar as superficies cilindricas e conicas de que j4 trata-
mos (n.°* 3 e 6) e as superficies de aresta de reversdo. Estas tltimas
sfio, assim, denominadas, porque mantém uma linha denominada
aresta de reversdo, A qual a geratriz é tangente em qualquer posicio.
Em cada um dos dois primeiros grupos (superficies cilindricas e c6-
nicas) as superficies s6 diferem entre si pela natureza da diretriz;
diz-se, entdo, que tais grupos constituem familias de superficies.
Entretanto, o grupo das superficies de aresta de reversdo contém uma
infinidade de familias, pois t6das as superficies desenvolviveis podem
ser consideradas casos particulares das superficies de aresta de re-
versio. Assim, nas superficies conicas e cilindricas a aresta de re-
versilo se reduz a um ponto, que nas primeiras é o vértice da superficie
e nas Ultimas estd afastado ao infinito.

12. Superficies reversas. Em geral uma reta deslocando-se no
espago e tendo um ponto comum com trés linhas fixas, gera uma
superficie reversa. Fixadas as naturezas de duas diretrizes, cons-
titui-se uma familia de superficies, onde cada superficie s6 se dife-
rencia de outra pela natureza da terceira diretriz.

Citemos algumas das prinecipais superficies reversas.

CiLiNDROIDES.  S#io as superficies geradas por uma reta que se con-
serva paralela a um plano fixo, chamado plano diretor, e se apéia
sobre duas linhas denominadas diretrizes. Nesse caso, como se vé,
a condi¢io de ter um ponto comum com uma
diretriz linear foi substituida pela de ser para-
lela a um plano diretor.

Como as duas diretrizes lineares siio arbitrdrias,
os cilindréides constituem uma infinidade de fa-
milias.

ConémEes. Os condides constituem uma familia

geradas por uma reta que se conserva paralela

A Fig. 101 representa um conéide cuja diretriz

é perpendicular ao plano diretor e cuja diretriz
curvilinea é uma semicircunferéncia, situada sébre um plano per-
- pendicular ao plano diretor.
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CariTUuLo 12

Progressoes

PROGRESSOES ARITMETICAS

1. Preliminares. Chama-se progressdo aritmética ou por diferenga
uma sucessio de nimeros, denominados térmos, tais que a diferenca
entre um térmo qualquer, a partir do segundo, e o térmo precedente
seja constante, Esta diferenca constante chama-se razio da pro-
gressio.

Representa-se uma progressiio aritmética fazendo-se preceder ao pri-
meiro térmo um dos sinais <+ ou :e separando-se cada dois térmos
consecutivos por um ponto.

Sendo, entdo, a,, a,, as, Gn-1, Gn, ... NUmMeros tais que
G:— G =03— G ... =0n—CGp-1 = ... =1 (1)

a progressiio aritmética (de razdo r), cujos térmos sio ésses nimeros,
pode ser assim representada

9

ST A e (= 5 e o (2)

Conforme tenha ou nio um nimero limitado de térmos a progressio
denomina-se limitada ou ilimitada. Por exemplo

100137165 1922725
S8 Sl = 2= T

sdo progressdes aritméticas de razdes 3 e — 5 respectivamente, sendo
a primeira limitada e a segunda ilimitada.

2. Observacdes.

a) Cada térmo de uma progressio aritmélica, a partir do segundo,
¢ igual ao térmo precedente mais a razdo.

Realmente, das igualdades (1) a que satisfazem os térmos da pro-
gressiio (2), resultam

G=a+r,a=a+r...0h=0a—~+71... (3)
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b) As igualdades (3) mostram que cada térmo de uma progressio
aritmética é maior ou menor do que o precedente, conforme a razio
r seja positiva ou negativa. No primeiro caso diz-se que a progressio
é crescente e, no segundo, que é decrescente. Concluimos, pois:
Uma progressio aritmética é crescente ou decrescente conforme sua razio
seja positiva ou megativa.

3. Propriedade. Cada térmo de uma progressao arilmélica, a partir
do segundo, é a média aritmética entre o térmo precedente e o seguinte.
Realmente, sendo a,-,, a, e @n+y trés térmos consecutivos de uma
progressio aritmética, podemos, de acérdo com a definicdio, escrever
An-1 + Qniy
e

4. Férmula do térmo geral. Seja a progressdo aritmética (2)
cujos n primeiros térmos, como j4 vimos (n.° 2), verificam as relagoes
(3). Somando, membro a membro, as n — 1, igualdades (3) e elimi-

nando os térmos comuns a ambos os membros, obtemos a férmula
do térmo de ordem n

@n — Qn-y = Qn+y — G, donde tiramos a, =

an=a, + (n— 1)r 4)

que traduz o seguinte teorema:

Cada térmo de uma progressdo arumélica é igual ao primeiro térmo,
aumentado do produto da razdo pelo nimero de térmos que o precedem.

5. Exercicio. Achar o trigésimo térmo da progressdo:5 .7 .9 .11. ..
ResoLugio: Temos, usando as notagdes anteriores, a, = 5, n = 30
er=7—5=2 0O trigsimo térmo as, serd, entdo, de acérdo
com o principio anterior

a30=al+29r=5+29x2=63

6. Formulas derivadas. A f6rmula (4) estabelece uma relagio
entre os quatro elementos de uma progressio aritmética: primeiro
térmo (a,), térmo de ordem n (a,), razio (r) e nimero de térmos (n).
Conhecidos, entfio, trés déstes elementos, podemos calcular o quarto.
Para isso utilizamos as seguintes férmulas, deduzidas de (4)

@G =an— (n— Dr

(6))
R o
n—1 6)
n=1+ e Ot
L @)
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7. Exercicio. Calcular o primeiro térmo de uma progressdo aritmé-
tica de 10 térmos cuja razio é 4 e cujo ultimo térmo é 43.

ResoLugio: Siio dados r =4, n = 10 e a,, = 43.
Aplicando a férmula (5), obtemos

G =a,— 9r=43—-9X4="7

8. Exercicio. Qual a razio de wma progressio aritmética de 20
térmos, cujo primeiro térmo é 7 e cujo ultimo térmo é 197 ?
ResoLugio: Sio dados a, =7, az = 197 e n = 20.
Aplicando a férmula (6) obtemos

an — 197 — 7

g, P Tk | P =10

9. Exercicio. Quantos nimeros impares hd de 17 a 193 inclusive ?

ResoLugXo: Os ndmeros considerados formam a progressio arit-
mética :17 .19 .21 ...193 de raziio 2 e cujos térmos extremos
so 17 e 193. Assim, sdo dados a; = 17, a =193 e r = 2. Apli-
cando a férmula (7), obtemos

a, 193 — 17

=1+ =" =g

n=1+4 a,.-;

10. Insercdio de meios aritméticos. Inserir n meios aritméticos
entre dois nimeros A e B, é formar uma progressio aritmética de
n + 2 térmos, cujos térmos extremos sejam A e B.

A resolugiio do problema consiste, inicialmente, em calcular a razio
da progressiio, 0 que se obtém pela aplicaciio da férmula (6). Conhe-
cida, esta, escrevem-se os n térmos (entre A e B) de acérdo com a
observacio I do n.° 2.

11. Exercicio. Inserir 4 meios aritmélicos enire os nimeros 11 e 13.
ResorLugio: De acdérdo com o que foi dito no ndmero anterior,
precisamos calcular a razio de uma progressio aritmética de 6 térmos
cujos térmos extremos sio 11 e 31. Sdo dados, portanto a; = 11,
as = 31 e n= 6. Aplicando a férmula (6), obtemos

an Lewor al . 31 s 11

r = —

n—1 6—-1
A progressio pedida serd: 11.15.19 .23 .27 . 3l.

12. Teorema. Dada uma progressdo aritmética crescente e um nii-
mero. A arbitrdrio, existe um nimero n tal que o térmo de ordem n da
progressdo seja superior a A.

Realmente, sendo (n.° 4) a, = a, + (n — 1)r o térmo de ordem n
da progressiio, se n crescer indefinidamente, a crescerd ultrapassando
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qualquer limite. Para calcular o menor valor (inteiro) de n que
verifique a desigualdade
a+Mm—-1)r>A

bastard resolvé-la em relacio a n o que da(*)
n>1+ g

e atribuir a n o menor valor inteiro superior ou igual ao da expressio
A oo al
1l e
'
Fste teorema poderia, também, ser assim enunciado:

Em téda progressdo aritmética crescente, o térmo geral an cresce com
n, de modo a ultrapassar qualquer valor arbilrariamente escolhido.

Exempro: Calcular o primeiro térmo da progressio : — 20 . — 17 .

. — 14 ... que seja superior ao nimero 104.
ResorLugio: Sendo r =3 a razio desta progressiio, temos
— 1 20 1
1+———A i =1+———04+ =42 —
r 3 3

De acoérdo com o que foi dito, resulta n = 43, isto é, o térmo pedido
é o quadragésimo terceiro.

13. Térmos eqiiidistantes dos extremos. Dlz-se que dois térmos
de uma progressfio aritmética limitada sdo equidistantes dos extremos
se o nimero de térmos da progressio que precedem o primeiro é
igual a0 nimero de térmos da progressio que seguem o segundo.
Por exemplo, na progressio :2 .7 .12.17 .22 .27 .32 .37 .42,
os térmos 17 e 27 sdo eqiiidistantes dos extremos, porque hé trés tér-
mos precedendo 17 e trés em seguida a 27.

14. Propriedade. Consideremos a progressio

0y .03 ...08k+¢1 ..+ 0p~-k ... CGn

na qual os térmos ar+; € an-x sdo eqiiidistantes_ dos extremos visto
que hé k térmos antes de ai:; e k térmos depois de an-.

De acérdo com a férmula do térmo geral (n.° 4), temos, designando
por r a razio da progresséo

iy = @y + kr
Para a progressio de k + 1 térmos, cujo primeiro térmo é an-x €
cujo tltimo térmo é a,, podemos escrever (n.° 6, formula n.° 5)
Ap- = Apn — kr

(*) Como r é positivo (porque a progressio é crescente) podemos dividir ambos os membros da
desigualdade por r sem mudar o seu sentido.
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Somando, membro a membro, as igualdades anteriores, obtemos
ity + Qn-k = G + Gn
resultado que traduz o seguinte teorema:

Em téda progressio aritmética limitada, a soma de dois térmos eqiiidis-
tantes dos exiremos é igual a soma dos extremos.

15. Corolério. Numa progressio aritmética de nmimero impar de
térmos o térmo do meio é a média aritmélica dos extremos (ou de dois
térmos quaisquer eqiidistantes dos extremos).

Realmente, sendo o térmo do meio a média aritmética entre o térmo
precedente e o seguinte (n.° 3), como éstes sio eqiiidistantes dos
extremos, serd, em virtude do teorema precedente, a média aritmética
de dois térmos quaisquer eqiiidistantes dos extremos e, em particular,
a média aritmética dos extremos.

16. Soma dos térmos. Consideremos a progressio (2). Repre-
sentando por S, a soma de seus n primeiros térmos, podemos escrever
Sh=a1+a:+ ...+ a1+ an

ou, em virtude da propriedade comutativa da adigiio,
Sh=ai+ a1+ ... + a2+ a
Somando, membro a membro, essas igualdades, obtemos
280 = ... (@1 + @n) + (@2 + an1) + ... + (@n1 + @2) + (an + @)

Observando que as n expressdes entre paréntesis sio somas de térmos
eqiiidistantes dos extremos (*) e, portanto, em virtude da propriedade
anterior, iguais & soma dos extremos, podemos escrever

28, = (a; + an)n

donde I (al an an)n ®)

2

17. Exercicio. Achar a soma dos 20 primeiros térmos da progressio
24501018 . .

ResorLugio: Caleulemos o vigésimo térmo. Temos a, = 4, n = 20
e r=10—4=6. Aplicando a férmula (4), obtemos

Gy =a;,+ 19r =4+ 19 X 6 = 118

(*) Sea progressiio tem um nfmero fmpar de térmos, & soma do meio representa o ddbro do térmo
do meio da progressio, sendo, também, em virtude do corolério anterior, igual A soma dos extremos .
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Aplicando a férmula (8), obtemos a soma procurada

S = a+a)n _ (44 118)20
iz 2 b 2

= 1220

18. Observacdo. A aplicagio da férmula (8), como vimos, exige
o conhecimento do térmo a,. Podemos, entretanto, por uma simples
transformagdio, exprimir S, em funcéio de a;, n e r. Para isso, subs-
tituamos em (8) a, por seu valor dado em (4). Obtemos, apés ligeira
transformacio, a férmula

n = na; + ———n(n; ) r )

Aplicando-a, por exemplo, & resolugiio do exercicio anterior, obtemos

.S,f,=20x4+~—-—2°>2<19 X 6 = 1220

19. Soma dos n primeiros ntimeros naturais. Consideremos
a progressdio : 1.2 .3 .4 ... cujos térmos sdio 0s nimeros naturais.

Sendo 1 a raziio desta progressiio, a soma de seus n primeiros térmos
serd, de acérdo com a férmula 9)
n(n — 1) = n | a4 n

Sn= =
N 2 2

5 - "("—;1) (10)

Por exemplo, a soma dos 100 primeiros ntimeros naturais (ou seja
dos nimeros naturais até 100 inclusive) é

100 (100 + 1)

SIOO — 2

= 5050

20. Soma dos n primeiros nameros impares. Consideremos
a progressiio :1.3.5.7 ... cujos térmos sio os nimeros fmpares.
Sendo 2 a raziio desta progressiio, a soma de seus n primeiros térmos
serd, de acordo com a férmula 9),

Spn=n+ “n(n; ),

ou Sp = n?

X2=n+4+n—-n

ConNcLusio: A soma dos n primeiros nimeros fmpares é igual ao
quadrado de n.
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21. Exercicio. O terceiro térmo de uma progressdo aritmética é 21
e o sétimo 53. Achar a soma dos quinze primeiros térmos.

Resorugio: Representando por a; e r respectivamente o primeiro
térmo e a razdo da progressio, o terceiro térmo, de acdérdo com a
férmula (4), é a, + 2r e o sétimo térmo é a, + 6r, de modo que po-
demos formar o seguinte sistema

a + 2r =21
al+67'=53

Resolvendo-o por qualquer um dos processos cldssicos, obtemos a, = 5
er =38 A soma dos 15 primeiros térmos serd, de acoérdo com a
férmula (9),

5 1
&wusx5+5%}ixs=m5
0 » 1 1
22. Exercicio. Demonstrar que, se os nimeros e kit

& _:_ b estdio em progressiio aritmética, os nimeros a?, b?, ¢* também
estdo em progressiio aritmética, cuja razio é o produto da razio
da progressio anterior por (a + b) (b + ¢).
DemonsTRAGAO: Dentro da hipétese feita devemos ter
I s tubpnl. . 1 1
a+c db+c¢c a+bd a+c
ou efetuando as subtragdes indicadas e simplificando

b—a ¢='b
b+c a+bd
Dessa igualdade resulta imediatamente

b2— a® = o2 — D2

Conclui-se, pois, que a?, b?, ¢? estiio em progressiio aritmética. Sendo

a g s s
- a raziio da primeira (como se deduz da

b* — a? sua razio e

b+ ¢
peniltima igualdade), o quociente
T g Y L SR P
b+ c

responde & segunda parte da questio.

23. Exercicio. Iscrever a progressio aritmética cuja soma dos
n primeiros térmos é n(2n + 3), qualquer que seja n (inteiro e posi-
tivo).
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ResoLugio: Sejam a, e r, respectivamente, o primeiro térmo e a
razio da progressio. Em virtude do enunciado, podemos, utilizando
a férmula (9) do n.° 18, escrever

na, + n(n—;l)r = n(2n 4 3)

ou, apés as simplificagdes,
2a;,—r—6)=n4-—1)

Para que esta igualdade se verifique para qualquer valor de n, devemos
ter
20 —r—6=0
4—-r=0
donde resultam r =4, a; = 5. A progressio pedida ¢, pois,
e L b B

24. Exercicios para resolver.
1. Achar o décimo segundo térmo da progressio :11 .16 .21 ..

Resp.: 66
2. Calcular o vigésimo térmo da progressio :5.9.13...
Resp.: 81

3. Achar a raziio de uma progressiio aritmética de 11 térmos cujo primeiro térmo
é 10 e cujo tltimo térmo é 40.
Resp.: 3

4. Numa progressiio aritmética de 10 térmos o primeiro térmo é 5 e o ltimo
77. Calcular a razio.

Resp.: 8
5. Achar o mimero de térmos de uma progressio aritmética cuja razio é 4 e
cujos térmos extremos sio 5 e 61.

Resp.: 15
6. Achar o nimero de térmos de uma progressio aritmética cuja razdo é 11,
sabendo-se que o primeiro térmo é 9 e o dltimo térmo 86.

Resp.: 8
7. Achar o primeiro térmo de uma progressio aritmética de 14 térmos cujo
dltimo térmo é 41 e cuja razio é 4.

Resp.: — 11

8. Achar o primeiro térmo de uma progressio aritmética de 10 térmos, saben-
do-se que o iltimo térmo é 12 e a razio — 5.

Resp.: 57

9. Quantos multiplos de 7 hd entre 20 e 1000?
Resp.: 140

10. Quantos mimeros divisfveis por 3 hd entre 100 e 400°?
Resp.: 100

11. Inserir 5 meios aritméticos entre 7 e 25.
Resp.: :7.10.13.16.19.22.25
12. Inserir 6 meios aritméticos entre 6 e 3%/;.
Resp.: 6.5% .5% .5.4%;.4Y;.4.3%;
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46. Exercicios para resolver.

1. Resolver a equagiio 5 X 3% = 405.

|

I

‘ | Resp.: z =3 |3
|

Resp.: z =4 i
2. Resolver a equagiio 2 X 3% = 1458, b
3. Resolver a equagio (a**!)* = (a%)%. !
Resp.: 2/ =0, 2" =1 [
I 4.

Resolver a equagiio 2,37 = 3,754. '
Resp.: z = 1,534

CarfTUuro 14

5. Resolver a equagiio 2,6347! = 3 41.

‘ Resp.: 2,266
il 6. Resolver a equagio (a®*?)* = g%, e o e f
| i ] Resp.: 2 =0, 2" =1 ~ Analise Combinatdria |
il 7. Resolver a equagiio (5*1)*4 = 625,
| Resp.: 2/ =5, z' =0 _ A e
| 8. Resolver a equagiio 2D (#+3) = 1. 5 g © 1. Preliminares. Dados m elementos distintos
Resp.: 2/ =1, 2/ = =3
X S, 4 G, Az, ... Qp
Resolver a equagio v/ a = a'z. o ‘
N S ) A . . ‘
] : » Resp.: z = +3% tomando-se p désses elementos (sendo p < m) e dispondo-os linear-
‘ 10. Resolver a equagiio 2 *+ = 128, : d TS P N
Row: s =3 mente, forma-se um agrupamento de mddulo, classe ou ordem p. Nos
11. Resolver a equaciio 472 — 2 #43 = 48 casos particulares de p igual a 2, 3 e 4, os agrupamentos podem
Resp.: z =1 denominar-se bindrios, terndrios e quaterndrios, respectivamente.
12.  Resolver a equagiio 3% + 9% = 90. Booit 5 Um agrupamento pode ser simples ou com repeticio. No primeiro
’ 11 L o e caso nenhum elemento figura mais de uma vez no agrupamento;
13. Resolver a equagiio 4 V' z = 256, :
R o no segundo caso, pelo menos um elemento aparece duas ou mais
‘ esp.: T =

vézes no agrupamento.

- En € oz=1 1 oz-2 0z-3 _ . . .
14. Resolver a equagiio 2% 4 21 4 272 4 223 = 30, Com os m elementos anteriores podem ser formados diferentes tipos

=]

‘ Resp.: z =4 de agrupamentos, como veremos a seguir. A determinacio do niimero ‘

| 15. Resolver a equaglio 2% + 2742 4 _ 5 _ _ 49. | déstes agrupamentos, de grande import:‘n’)cin em diversos ramos da '
il 271 Matemdtica (como, por exemplo, no Céleulo das Probabilidades), ‘
Iy | Resp.: z = 4. constitui o objetivo da Andlise Combinatéria ou Cdleulo Combina-

; torio (*).

ser considerado, prescindindo-se ou nio da ordem déstes p elementos.
No primeiro caso, dois agrupamentos siio idénticos quando contém 1
0s mesmos elementos, qualquer que seja sua ordem, considerando-se
distinlos dois agrupamentos que difiram de, pelo menos, um elemento.
§ No segundo caso, dois agrupamentos siio idénticos quando sio cons- 4|
titutdos dos mesmos elementos, dispostos numa mesma ordem, consi-
I derando-se distintos dois agrupamentos que difiram de, pelo menos,
; um elemento ou dois agrupamentos de mesmos elementos em que, ‘
' pelo menos, dois elementos iguais ndo ocupem a mesma posi¢do.
t Diremos que dois agrupamentos se diferenciam pela natureza de seus
{ elementos se diferem de, pelo menos, um elemento.

|
(*) Sua origem data do séeulo XVII e encontra-se no Traité du triangle arithmétique (escrito em
1654 e publicado em 1665) de Pascav, no Dissertatio de arte combinatéria (1666) de LeiexNiz (a quem
se deve a denominaglio ars combinatoria) e em trabalhos de WaLLs (1673) FRENICLE pE DBessy |
(1693). J. Bernourni (1713) e De Moivre (1718). O tratado mais completo, Lehrbuch der Com- |
binatorik de E. Nerro foi publicado em Leipzig, em 1001).
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Um agrupamento de p dos m elementos dados (sendo p < m) pode




Um agrupamento de p elementos distintos, tirados dos m elementos
dados, abstragio feita de sua ordem (tal como foi definido no primeiro
caso) denomina-se combinagio simples de classe p désses m elementos.
Um agrupamento ordenado de p elementos distintos tirados dos m
elementos dados (tal como foi definido no segundo caso) chama-se
arranjo simples ou disposigiio simples de classe p désses m elementos ™.

No caso particular de p = m tem-se evidentemente wma vnica combi-
nagdo dos m elementos e tantos arranjos quantos sdo os diferentes
modos de ordend-los. FEsses arranjos simples de classe m dos m ele-
mentos recebem a denominagio especial de permutagies simples désses
m elementos.

Resumindo as consideracdes feitas, podemos, em conclusio, dar as
seguintes defini¢oes:

1) Arranjos simples de classe p de m elementos (sendo p < m) ou
arranjos simples de m elementos p a p sio todos os agrupamentos
de p elementos distintos tirados dentre os m elementos dados, de
modo que cada agrupamento se diferencie de outro, seja pela natureza,
seja pela ordem de seus elementos;

2) permulagdes simples de m elementos sio todos os agrupamentos
de m elementos sem repetigéio que se podem formar com os m elementos
dados, de modo que cada agrupamento se diferencie de outro pela
ordem de seus elementos;

3) combinagies simples de classe p de m elementos ou combinagies
simples de m elementos p a p sio todos os agrupamentos de p elementos
distintos tirados dentre os m elementos dados de modo que cada
agrupamento se diferencie de outro pela natureza de seus elementos.

2. Formagio dos arranjos simples. Consideremos, para fixar
as idéias, quatro elementos: a, b, ¢, d.

Conforme serd demonstrado mais adiante, obtém-se os arran jos bindrios
désses quatro elementos, juntando-se a cada elemento sucessivamente
0s outros trés. Entiio, os arranjos bindrios dos quatro elementos siio

ab ba ca da
ac be ch db
ad bd cd de

Juntando-se, a seguir, a cada um déstes agrupamentos bindrios suces-
sivamente os dois elementos que néle nio figuram, obtém-se os arranjos
terndrios, ou sejam

abe bac cab dab
abd bad cad dac

(*) A denominagio disposicdo é usada por muitos autores italianos como PINcHERLE, SEvERi,
Sisrany, Tricomi, ViTaLl, etec. REY-PASTOR usa a denominacgio variagdo.
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e e T

ach bea cba dba
acd bed cbd dbe
adb bda cda deca
adc bdc cdb deb

Demonstremos que éste processo de formagio é geral, isto é, que
dados m elementos distintos, se obtém os arranjos bindrios simples
déles, juntando-se a cada um déles sucessivamente os m — 1 elementos
restantes; que se obtém os arranjos terndrios simples dos m elementos,
juntando-se a cada agrupamento bindrio sucessivamente os m — 2
elementos que néle niio figuram, e assim por diante. Para isto admi-
tamos que estejam formados todos os arranjos p — 1 a p — 1 dos
m elementos dados, e demonstremos que, acrescentando-se a cada
um déstes agrupamentos de classe p — 1, numa certa posigio, succes-
sivamente todos os m — (p — 1) elementos que néle faltam, obtemos
os arranjos de m elementos p a p. Para facilidade de exposiciio
suponhamos que cada elemento seja acrescentado depois do tltimo
elemento, tal como fizemos no exemplo acima.

Demonstremos, entio, que:

1) os arranjos de classe p, assim obtidos, sdo simples;
2) ndo hd falla nem repeti¢io de arranjos de classe p.

De fato, como os arranjos de classe p — 1 siio simples, juntando-se
a €les sucessivamente elementos que néles niio figuram, os arranjos
de classe p, assim obtidos, siio, também, simples. Por outro lado,
nio poderia faltar um arranjo da classe p, pois, neste caso, em con-
tradi¢io com a hipétese, faltaria o arranjo de classe p — 1, que se
obtém daquele suprimindo-se seu dltimo elemento. Igualmente, ne-
nhum arranjo de classe p, formado pelo processo anterior, poderd
ser obtido duas vézes, porque dois arranjos quaisquer de classe p,
assim obtidos, diferem, seja pelo ltimo elemento, quando provém
do mesmo arranjo de classe p — 1, seja pela ordem ou pela natureza
dos p — 1 primeiros elementos, quando se originam de dois arranjos
distintos de classe p — 1.

3. Niamero de arranjos simples de classe p de m elementos.
Representa-se por um dos sfmbolos Am ou A,, , 0 nimero de arranjos
simples de m elementos p a p (¥).

Da demonstragiio anterior se conclui que o niumero de arranjos de
classe p de m elementos é igual ao produto de m — (p — 1) pelo niimero
de arranjos de classe p — 1 désses elementos.

(*) Os autores que adotam a denominagiio disposicdes representam o seu nfimero por D,,,'p ou
Dfu; 08 que empregam a denominaciio variagles representam-no por Vm. p ou V:.
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Adotando, entdio, a primeira das notagdes acima referidas podemos
escrever
Amyp=[m — (p— 1)] Ap, 1

Sendo geral esta relagio, podemos estabelecé-la para diferentes va-
léres de p. Observando que, evidentemente A, , = m resultam as
p relagdes

Am, 1=m

Amz2= (m— 1) Am,

Ams = (m— 2) Ap,»

Amp=[m— (p— 1)] Am,p1

Multiplicando-se, membro a membro, e suprimindo os fatéres comuns
a ambos os membros, obtemos a férmula do ndmero de arranjos
simples de m elementos p a p

Amp=mm—1)(m—2)...(n—p+1) (¢))

CoNcLusio: O nimero de arranjos simples de m elementos pap
é dado pelo produto de p nimeros inleiros, conseculivos e decrescentes
a partir de m.

Por exemplo, o niimero de arranjos de 10 elementos 3 a 3 é dado pelo
produto dos trés m’xmex;os 10, 9 e 8, ou

Ajos =10 X9 X 8 =720

4. Formagiio das permutacdes simples. Sendo as permulagies
simples de m elementos, por definigio, os arranjos simples de classe m
dos mesmos, sua formaciio, de ac6érdo com esta definigio, exigiria
a formagdo sucessiva de todos os arranjos simples de ordens 1, 2, ...
m — 1. Pode-se, entretanto, seguindo-se rumo diferente, evitar ésse
longo processo.

Consideremos as duas permutagdes simples
ab ba

de dois elementos a e b.

Como seré demonstrado mais adiante, obtém-se as permutagdes simples
de trés elementos a, b, ¢, acrescentando-se o elemento ¢ a cada grupo
anterior em cada uma das trés posi¢des possiveis: depois do segundo
elemento, entre o primeiro e o segundo, e antes do primeiro. Obtém-se,
entdo,

abe bac
achb  bea
cab cba

Formam-se, anialogamente, as permutagdes de quatro elementos a, b,
¢, d, acrescentando-se 0 quarto elemento d a tédas as permutagdes
anteriores, em cada uma das quatro posi¢des possiveis. Obtém-se,
entdo,

abed bacd achd bead cabd chad
abdc badc acdb beda cadb chda
adbe bdac adch bdca cdab cdba
dabc dbac dach dbca dcab dcba

Demonstremos a generalidade déste processo de formagio, isto &,
que se obtém tddas as permutagdes de m elementos distintos, acres-
centando-se um désses elementos a tédas as permutagies dos outros
m — 1 elementos em cada uma das m posigdes possiveis: depois do
ultimo elemento, em cada um dos m — 2 intervalos entre dois ele-
mentos consecutivos quaisquer, e antes do primeiro elemento.

Demonstremos, entdo, que:
1) As permutagdes de m elementos, assim obtidas, sdo simples;
2) ndo hd falta nem repeligio de permutagies dos m elementos.

De fato, como as permutagdes dos m — 1 elementos siio simples,
juntando-se a elas um elemento que nelas niao aparece, obtém-se,
também, permutagdes simples de m elementos. Além disso, nio
poderia faltar uma permutagio dos m elementos, pois, nesse caso,
faltaria, em contradi¢gio com a hipétese, a permutacio de m — 1
elementos, obtida daquela pela supressio do emésimo elemento acres-
centado. Por outro lado, nenhuma permutagio de m elementos,
assim formada, poderia ser obtida duas vézes, pois duas permutacdes
quaisquer de m elementos diferem, seja pela posigio do emésimo
elemento acrescentado (se provém da mesma permutacio de m — 1
elementos), seja pela posi¢io dos m — 1 primeiros elementos (se se
originam de duas permutagdes distintas de m — 1 elementos).

5. Namero de permutacdes simples de m elementos. De
acordo com a primeira observagio do n.° 4, o niimero de permutacdes
simples de m elementos é igual ao nimero de arranjos simples de
m elementos tomados m a m. Designando, entio, por P, aquéle
nimero, obtém-se sua férmula fazendo-se p = m na férmula (1) o
que di

Pp=Anm=mm—1)(m—2)...(m— m+ 1)
ou, invertendo a ordem dos fatores
Prn=1X2X3X...m—1m
Este produto de todos os nimeros inteiros de 1 a m denomina-se
Jatorial de m e representa-se por um dos trés sfmbolos m!, |m ou
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@ (m) (*). Adotaremos o primeiro por ser 0 mais usado. Podemos,
entio, escrever

‘ Py = m! ‘ 2)

férmula que di o nimero de permutagdes simples de m elementos.

ConcLusio: O niumero de permutagies simples de m elementos é

igual a fatorial de m, ou seja, o produto de todos os niimeros inteiros
de 1 a m.

Por exemplo, com os algarismos fmpares 1, 3, 5, 7 ¢ 9 podem ser
formados 5! niimeros de 5 algarismos sem repetigio, ou

S!=1X2X3X4X5=12

6. Observacdo. Adotando o simbolo falorial anteriormente defi-
nido (n.° 5), podemos estabelecer uma outra expressio para a férmula
de Am, . Com efeito, multiplicando e dividindo o segundo membro
da igualdade (1) por (m — p)!, obtemos

TR mm—1)(m —2)...(m— p+ 1) (m — p)!
m, p o

(m — p)!
mm—1)m—-2)...m—p+1)m—p)m—p—1)...3.2.1
(m — p)!

ou, observando que o numerador é o produto de todos os nimeros
inteiros de 1 a m,

m!
3 (m — p)! ®)

Am,P

7. Formacio das combinag¢des simples. Consideremos, para
fixar as idéias, cinco elementos a, b, ¢, d, e na ordem em que se acham.
Conforme serd demonstrado mais adiante, obtém-se as combinacdes
simples désses 5 elementos 2 a 2, acrescentando-se a cada um déles
(quando possivel) sucessivamente os elementos que o seguem. Assim,
ao elemento a acrescentam-se sucessivamente os elementos b, ¢, d, e;
ao elemento b acrescentam-se sucessivamente ¢, d, e; ao elemento ¢
acrescentam-se sucessivamente d e e e finalmente ao elemento d
acrescenta-se o elemento e. REste tltimo nio d4 origem a grupo
bindrio. Obtém-se, assim, as combinac¢des

(%) O sfmbolo 7 (m) foi introduzido por Gauss (1811); m! é devido a Kramp (1808); |m € a notacio

freqiientemente usada pelos autores ingléses e norte-americanos., A denominagio jatorial é de-
vida & ArBoGasT (1800).
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ab be cd de

ac bd ce
ad be
ae

Formam-se as combinagdes terndrias dos cinco elementos dados,
acrescentando-se a cada um dos grupos bindrios acima, nio termi-
nados pelo ltimo elemento, sucessivamente todos os elementos que
seguem o seu ultimo. Assim, ao grupo ab acrescentam-se sucessi-
vamente ¢, d, e, aos grupos ac e bc sucessivamente d, e aos grupos
ad, bd e cd o elemento e. Os grupos bindrios ae, be, ce e de nio dio
origem a grupos terndrios. Obtém-se, entio, as combinagdes

abc acd ade bed bde cde
abd ace bee
abe

Acrescentando-se a cada um désses agrupamentos, nio terminados
em e, sucessivamente todos os elementos que seguem o seu iltimo,
obtém-se as combinacdes quaternérias, ou

abed abde acde bede
abcee

Consideremos, de um modo geral, m elementos distintos numa certa
ordem @,, @s, a3 ... am. Admitamos que estejam formadas tédas
as combinagoes simples de classe p — 1 désses m elementos e que,
em cada uma, os p — 1 elementos estejam ordenados. Demonstre-
mos que formaremos as combinagdes simples de classe p, désses m
elementos, acrescentando a cada combinacgio de classe p — 1, nio
terminada pelo dltimo elemento a, sucessivamente todos os elemen-
tos seguintes ao seu tiltimo elemento. Demonstremos, entido, que:

1) as combinagoes de classe p, assim obtidas, sdo simples;
2) ndo hd falta nem repeti¢io de combinagoes de classe p.

De fato, como as combinag¢des de classe p — 1 siio simples, juntan-
do-se a elas sucessivamente elementos que nelas n#io figuram, as
combinagdes de classe p, assim obtidas, sdio, também, simples. Além
disto, nio poderia faltar uma combinagio de classe p, pois, nesse
caso, em contradi¢io com a hipétese feita, faltaria a combinacio
de classe p — 1, obtida daquela pela supressio do tltimo elemento.
Por outro lado, ndo poderia haver repeti¢gio de uma combinagcio.
Com efeito, vemos, de infcio, que duas combinagdes quaisquer de
classe p, provenientes de uma mesma combinagio de classe p — 1
diferem pelo tdltimo elemento agregado. Também sio distintas duas
combinagdes quaisquer de classe p originadas de combinagdes distintas
de classe p — 1. Com efeito, sejam a, e a, respectivamente os dois
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tltimos elementos dessas combinagdes de classe p — 1, cujos elementos
supomos ordenados. Admitamos que, na sua ordem natural, a, pre-
ceda a,. A primeira dessas combinagdes tem, pelo menos, um ele-
mento precedente a a, (ou o préprio @,) que nio aparece na segunda
e ¢ diferente do elemento que se agrega a esta, por ser éste seguinte
a a, e, portanto, a a,(*).

8. Namero de combinacdes simples de classe p de m ele-
mentos. A formagio das combinagdes, estudada no parigrafo an-
terior, niio permite estabelecer a férmula do nimero de combinagdes
simples de classe p de m elementos.

Facamos, entiio, outro racioefnio, que serd préviamente esclarecido
com um exemplo. Seja calcular as combinagdes terndrias simples
dos 4 elementos a, b, ¢, d. Formemos seus arranjos simples e dispo-
nhamo-los, como se vé no quadro abaixo, de modo que os arranjos
de cada coluna contenham

|
a b ¢ ais0id e : s esad
a ¢ b G deeb GREdSEcRE DR C
c a d a b da ¢ d b ¢
b a ¢ b a d ¢c a d b d
biveria | d G cldialEcRedaT
) d b a arcra ; dc™b

os mesmos elementos. Entdo, cada coluna contém tantos arranjos
quantas sfio as permutagdes de 3 elementos ou P; = 3!, visto que
ésses arranjos siio todas as permutacdes do grupo de sua primeira
linha (por ex., na primeira coluna estio todas as permutacgdes dos
elementos a, b, ¢). Por outro lado, o nimero de colunas é, pela defi-
ni¢io dada, o préprio nimero de combinagdes terndrias simples dos
4 elementos a, b, ¢, d, ou Cy;, pois essas combinagdes estio represen-
tadas, em qualquer das seis linhas do quadro. Como o produto
do nimero de colunas pelo nimero de linhas d4 o nimero de agrupa-
mentos do quadro, em virtude do que foi dito, podemos escrever

Cius X Py = Ay

Consideremos, de um modo geral, m elementos a,, as, ... @n. Admi-
tamos que estejam formados todos os seus arranjos simples de classe
p e distribuamos ésses 4, , arranjos em um certo nimero de colunas,
de modo que os arranjos de cada coluna contenham o0s mesmos ele-
mentos, s6 se diferenciando entre si pela sua ordem. Cada coluna,
conterdi, entdio, tantos arranjos quantas sio as permutagdes de p

(®) O leitor verifica que &ste racioefnio é vdlido ainda no caso de serem a, e a, idénticos,
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elementos e, como o nimero de colunas é, pela prépria definicdio,
o nimero de combinagdes de classe p dos m elementos, podemos,
representando por C,,, ésse nimero, escrever

Cm,p X Pp = Am,p (4)
donde

i i"“.{ [
Comp = P, | (6))

ou, substituindo A, , e P, respectivamente por suas expressdes (1)
e (2),

p!

Concrusio; O nimero de combinagies simples de classe p de m ele-
mentos é igual ao quociente da divisio do nimero de arranjos simples
de classe p de m elementos pelo nimero de permutagies simples de p
elementos, ou seja, o quociente da divisdo do produto de p numeros in-
teiros, conseculivos e decrescenles a partir de m, por fatorial de P.

Por exemplo, o nimero de combinagdes simples de 9 elementos 4
a4é

Ag,y _ IX8XTX6
P, 1X2X3X4

Coy = = 126

9. Observaciio. Sendo, pela propria defini¢io, C,, » essencialmente
um ndmero natural, a férmula (6) estabelece indiretamente um teo-
rema da Aritmética:

O produto de p inteiros e consecutivos é divistvel por fatorial de p.

10. Arranjos com repeti¢io. Dados m elementos distintos a,
@y, ... an, chamam-se arranjos com repeticio ou arranjos completos
de classe p désses m elementos a todos os agrupamentos de p elemen-
tos, distintos ou ndo, tirados dentre os m elementos dados, de modo
que cada agrupamento difira de outro, seja pela natureza, seja pela
ordem de seus elementos.

Nesta defini¢éio néo é necesséria a restrigio p < m, feita na de arranjos

simples, podendo ser p superior a m. Observemos, ainda, que os

arranjos com repetigio compreendem os arranjos simples e o conjunto

de todos os arranjos on(_ie hé, pelo menos, um elemento repetido.
0 que veremos a seguir.
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18. Demonstrar que o mimero de permutagdes de m letras a, b, ... I, nas quais
uma, pelo menos, ocupa sua posi¢io inicial, é :

1 1 1
m![l—5+§!—— eis (= 1)m+1"_l'

19. Demonstrar a relagio

m Cme1,p = (m — p) Cm, »
20. Demonstrar que, se m ¢é primo e p < m, Cm, p ¢ divisivel por m.
21. Demonstrar a relagio

1 2 !
o1 ar e P e L = -— —1—
2! 3! i (m + 1)! : (m + 1)!

Sugestdo: Partir da identidade

S k
k! (k + 1) (k + 1)
fazer sucessivamente k = 1,2, ..., m, ete.
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CarpiTrurLo 15

Bindmio de Newton

1. Produto de bindémios. Consideremos m bindmios z -+ a,,
z+ as, ... 2+ am, que diferem entre si apenas pelo segundo térmo,
e formemos seu produto

P=@+a)@+a)... @+ an)

De acérdo com a regra de multiplicagio algébrica, éste produto é
a soma de todos os produtos de m térmos que se obtém, tomando-se
um térmo e um s6 de cada binémio; serd, portanto, um polinémio
do grau m em =z, como Veremos a Seguir.

Realmente, seu térmo de mais alto grau é z™, obtido pelo produto
dos m térmos z. Seu coeficiente é, entdo, a unidade.

Os térmos em z™! sio formados, tomando-se, de todos os modos
possiveis, o primeiro térmo de m — 1 bindmios e o segundo térmo
do restante e formando-se seu produto. Obtém-se, assim, os térmos

-

az™ ), ax™2, ... amz™'. O térmo em z™! do produto é, portanto,
(@14 a2+ ... + am)z™?

isto é, tem para coeficiente a soma dos segundos térmos dos fatdres
binémios.

Analogamente os térmos em z™* siio formados multiplicando-se
m — 2 fatbres = tirados de m — 2 bindmios pelos segundos térmos
dos dois binémios restantes, sendo esta operacio feita de todos os
modos possiveis. Obtém-se, assim, os térmos a,a,2™?%, a.ax™? . ..
Um—1Gmxz™ 2, €, portanto, o térmo em z™* do produto serd

(102 + @103 + ... + AmrGm)™2
isto 6, terd para coeficiente a soma dos produtos dois a dois dos se-

gundos térmos dos fatbres bindmios.

Prosseguindo, analogamente, demonstrarfamos que o térmo em x
do produto tem para coeficiente a soma dos produtos m — kam — k

A m
dos m térmos a,, as, ... am, havendo (mﬁ_) désses produtos.

k
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Sendo o térmo independente de z o produto dos m térmos ay, a,, ...
@m, podemos escrever, entio,

(:c+a1)(x+az)...(:c+a,..)=
=x"‘+z"‘“2a;+x”'"20,~a,-+ e =
+x”’"‘2a.-a,-...az+...+a,a,...a,,. (1)

onde
Zai=a1+ a4 ... + an
2a0; = 0,0y + @05+ ... + apjay, (2

Ea‘-a,-...a,=a,a2...a;,.+ oot Omkt1Gmits ... Gm

2. Exercicio. Calcular o produto

@+ 1)(@+3) @+ 4) (z+5)
aplicando a férmula (1).
Rm(_)LUgKo: O produto serd, de acérdo com a férmula (1), um poli-
némio do 4.° grau, cujos coeficientes, a partir do segundo, sio:
Za; = 1+3+4+[5= 13
2a;a,-=l.3+l.4+1.5+3.4+3.5+4.5=59

Emajak=l.3.4+l.3.5+l.4.5+3.4.5=107
Zagjar = 1.2 .3 .4 =24

O produto é, entdio, z¢ 4+ 1323 + 5922 + 107z + 24.

3. Poténcia de um bindémio. Sendo a férmula (1) estabelecida
para valdres ay, as, ... an, quaisquer, podemos nela, fazer a, = ay =

= ... =am = a. Observando que, nesta hipétese, as férmulas (2

ficam
Zai=a+a+ ...+ a=ma
Zagi=a*+a*+ ... +qt = ("')a2
.E.a.‘(.h ..... a. ,_ ak+ak+ : + (.1;‘.; (:) i
‘.ll.a.z. . am =am ........................
€ que o produto (z+ a,) (z+ a,) ... (z + am) se transforma na

poténcia m do binémio (z + a), podemos escrever
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@+ a)™ = z™ + maz™ + () a2™2 4 ... +
+(%)e*2™*+ ... + o ®3)

férmula habitualmente chamada do binémio de NewTon (*).
Observando que (Cap. 14, n.° 20) ('(',') = (:) = 1, podemos escre-
ver a férmula (3) do seguinte modo:

k=m
E+a™=3 (3)a*s=> €
k=0
ou, ainda, :
+a™ =2 —aT[.S! a*zh (5)

onde o sinal somatério se extende a todos os pares de nimeros in-
teiros niio negativos « e 8 cuja soma seja m.

4. Térmo geral do desenvolvimento da poténcia m do bind-
mio. O térmo precedido de k térmos no desenvolvimento da po-
téncia m do bindémio chama-se térmo geral do desenvolvimento e
representa-se por Ty (**). Desta definigio se deduz que 7' é o térmo
de ordem k + 1 do desenvolvimento. Sua expressio, de acérdo com

a férmula (3) é
Tp = (7) bt ©)

5. Formagiio sucessiva dos térmos. FEstabelegamos a lei que
permite determinar um térmo 7'+, quando é conhecido o térmo
precedente T'y.

De acbrdo com a definigiio de térmo geral, o térmo T, terd para
valor

Ten = (43,) a*ramtas )

Dividindo, membro a membro, a igualdade (7) pela igualdade (6),
obtemos, apés ligeira simplificacio,
Ten m—k i

T k+1 =z

donde

m—k a
T — 1 iy

k+1 =z ®)

(*) A expressio da poténcia m de um bindmio para m inteiro e positivo, parece ter sido estabelecida
pela primeira vez por TARTAGLIA, que & apresentou no seu Traflato de numers ¢ misuri. A NEWTON
cabe a gléria de haver generalizado a férmula do bindmio, aplicando-a ao desenvolvimento em série
das func¢des.

(**) Preferimos, como o faz NieweNGLOWSKI (Cours d'Algebre, Paris, Armand Colin, 9.» ed., 1o
vol..pl“t.n)dui(nuporT nflo o térmo de ordem k e sim o térmo de ordem k + 1, isto 6, o térmo
pree de k térmos. O leitor compreenders a vantagem desta definiglio a panhando o d
volvimento seguinte.
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Observando que m — k é o expoente de z no térmo Ty e k o expoente
de @ no mesmo térmo, a férmula (8) permite estabelecer a seguinte
lei de jormagdo sucessiva dos térmos:

Conhecido um térmo qualquer do desenvolyimento de (x 4+ a)™, obtém-se
0 coeficiente do térmo seguinte, mulliplicando-se o coeficiente do térmo
conhecido pelo expoente de x nesse térmo e dividindo-se o produto pelo
expoente de a nesse térmo aumentando de uma unidade; obtém-se a parte
literal diminuindo-se o expoente de x de uma unidade e aumentando-se
o de a de uma unidade.

O leitor poderd verificar esta regra observando o desenvolvimento
seguinte:

(z + a)® = z2° + 6azx’ + 15a2%* + 20a’r® + 15a%2? + 64’z + a®.

6. Desenvolvimento de (x — a)™. Sendo a férmula (3) valida
qualquer que seja a, podemos aplicé-la no easo de o segundo térmo
ser negativo, isto é, para a poténcia (x — @)™, observando, apenas,
que, de acdrdo com as condicdes do n.° 3, os térmos em que a tem
expoente par siio positivos, sendo negativos aquéles em que o ex-
poente de a é fmpar.

Obtemos, pois,

(z— a)™ = 2™ — maz™! + (':,') az™— | . 4
n Gt Vol () i SR L ) )

7. Teorema. Consideremos, no desenvolvimento de (z+ &)™ os
térmos Tt e Tm-i, que, por definigio (n.° 4) sio precedidos, respecti-
vamente, de k e m — k& térmos. Como o desenvolvimento consi-
siderado tem m + 1 térmos, visto ser um polinémio completo do
grau m em z, o t€rmo 7. serd seguido de (m + 1)— (m—k+1)
ou k térmos. Assim, hd k térmos antes de Tw e k térmos depois
de Tp-r. Os térmos Ty e Tp-p dizem-se, entdo, equidistantes dos
extremos.

Como seus coeficientes, de acdérdo com a férmula geral (6) sio ( :')

e (,,:k) respectivamente, e, como (Cap. 14, n. 19, a)
('1") ~ (m—k)
conclufmos:

Os coeficientes de dois térmos equidistantes dos extremos sdo iguais (*).

8. Aplicacdio do tridngulo dos ntimeros combinatérios. Sendo
o desenvolvimento do binémio um polinémio homogéneo do grau m

(0] Estn propriedade j& foi nsta}wl:-cida entre as propriedades do tridngulo dos niimeros combi-
n{x(dno.- (Cap. 14, n.pe 22, nj, pois, os elementos das linhas déste sfio os coeficientes do desenvol-
vimento de poténcias do bindmio, como veremos a seguir,
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de duas varidveis z e a, sua determinacio necessita apenas do célculo

dos coeficientes
7 i e e SR (=)

Mas como éstes siio os elementos da (m + 1) ésima linha do tridngulo
dos mimeros combinatérios (Cap. 14, n.° 21) podemos utilizar éste
para o seu céleulo.

Seja, por exemplo, achar o desenvolvimento de (z + a). A 8*. linha
do tridngulo (Cap. 14, n.° 21) dé-nos os coeficientes procurados, o
que nos permite escrever

(z + a)" = 27 4 Tax® + 21a%x® + 35a%z* + 35a'z® +
+ 21a°z® 4+ 7a’z + a’

9. Térmo de méximo coeficiente. Vimos, na formaciio suces-
siva dos térmos (n.° 5), que, conhecido o térmo geral Tk, se obtém
o coeficiente do térmo seguinte, multiplicando-se o coeficiente de
m— k

k+1°

Logo os coeficientes irdo aumentando enquanto m — k fér maior
do que k + 1. Mas, observando que m — k é o nimero de térm()s
seguintes a T e k + 1 o nimero de térmos até T%, podemos dizer
que os coeficientes irdo aumentando enquanto o nimero de térmos res-
tantes for maior do que o numero de térmos calculados.

Se m for par, o desenvolvimento terd um nimero fmpar m + 1 de
térmos, e o térmo central serd o de coeficiente mdximo. Se m for fmpar,
o desenvolvimento terd um ndmero par m + 1 de térmos, e os dois
lérmos cenlrais lerdo o mesmo coeficiente mdzimo.

T pela relacio

10. Soma dos coeficientes do dcscnvolvimpnlo de (.x'+ &)=
Fazendo, na férmula (3), * = a = 1 e substituindo o coeficiente 1

de a™ por (:) resulta

m

=14+m+(3)+(G)+...+(7) (10)
isto é:
A soma dos coeficientes do desenvolvimento da poténcia m do binémio
é igual a 2™,
Procedendo analogamente em relagio a férmula (9), obtemos:

0=1—m+ (';)— (;')-}- R i G 1)"'(:)
donde
1+(3)+...=m+(3)+...
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ConcrLusio: A soma dos coeficientes de ordem impar é igual & soma
dos coeficientes de ordem par.

Como a soma total é 2™, a soma dos coeficientes de ordem fmpar
(ou a dos de ordem par) é a metade, isto , 2m-1,

11. Soma de poténcias de mesmo grau dos térmos de uma
progressdio aritmética. Consideremos uma progressio aritmética:
1@y . Gy ... 0 de n térmos e de razio 7, e seja calcular a soma das
poténeias m de seus térmos, ou, designando por S,, esta soma

L,,.=a:'+a;'+ -t a?
Escrevamos o desenvolvimento
(4 r)™1 = gma 4 (";“) rz™ 4 ("';'l) riz™l 4 4 i
e substituamos nesta igualdade z sucessivamente por
G1, Q3 ... Gy

Resulta

@+ )™ = a1 4 ("F) ram - (") a4 4 e

(@z + r)™1 = gmh1 (’";}'l) ra™ + ("'2“) ria,™ 4 . 4 i

(@n + r)™1 = g™ ) G X S 1
Somando, membro a membro, essas n igualdades, observando que
G+r=a,a+r=a,... Un-y + 1 = @,

e representando, de um modo geral por S; a soma das poténcias 7
dos n térmos @1, @z ... @n obtemos, apés a supressio dos térmos
comuns aos dois membros,

(@ + r)™1 = g, 4 ("'1“) "Sm + (m;l) e b SR
+ (") 8+ g, ()

f6rmula‘ onde substitufmos, no wltimo térmo, n por S,, visto que,
por definigdo,

n
N

So=a?+a2+...+a,‘.’=1+1+...+1=n

A férmula (11), como se vé, permite caleular S,, quando se conhecem
1y Sz, .. Sm—].

12. Exercicio. Calcular a soma dos quadrados dos 20 primeiros
niimeros fmpares,
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ResoLugio: O vigésimo nitimero fmpar, sendo o vigésimo térmo
da progressio : 1.3.5...... , serd

ago=a|+19.r=l+19>(2=39
A férmula (11), para m = 2, fica

@+ 17 = a* + (1) 82+ (3) 28, + 38,

Para calcularmos S, precisaremos conhecer S, cujo céleulo pode
ser feito pela prépria férmula (11), escrita para m = 1, ou, mais
ripidamente, pela férmula da soma dos térmos de uma progressio
aritmética. Porém, no ecaso particular da progressio considerada,
j4 sabemos que esta soma é S; = 202 = 400. Substituindo os valéres
conhecidos na férmula acima, obtemos

(39+2)3=1+3X2XS2+3X2’X400+2'X20
donde tiramos S, = 10 660,

13. Soma das poténcias de mesmo grau dos néimeros na-
turais. Consideremos a sucessio dos nidmeros naturais de 1 até n

SISO S vty

que constitui uma progressio aritmética de razio 1. Aplicando a
férmula (11) a esta progressio, obtemos

(il ol Vi ol U o (i) W P8 1 ) o el S
+ (%3°) 8. 4.8, (12)

férmula que permite calcular Sm, conhecidos So, Sy, ... Sp-y.

14. Exemplo. Calcular a soma dos quadrados dos n primeiros nii-
meros naturazis.

ResoLugio: Escrevamos a férmula (12) para m = 2
M+ 1P =14 (7)8+(3)8:+ 8

sendo, como j& sabemos Sy = n. Podemos calcular S;, ou pela
prépria férmula (12) escrita para m = 1, ou, mais rdpidamente, pela
férmula da soma dos térmos de uma progressio aritmética. Porém,
no caso particular da progressio considerada, j4 sabemos que esta
soma é

e n(n0+ 1)

-
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Substituindo éstes valéres de S, e S; na igualdade acima, tiramos sem
dificuldade

n(n + 1) 2n + 1)
6

Sz=

15. Exercicio. Demonstrar a relagio

Coimm =1+ (Cm,1)* + Cm2)* + ... + (Cm,m)?

utilizando a férmula do binémio.

ResoLugio: Fagamos a = 1 no desenvolvimento de (3). Obtemos,
observando que Cp, 1 = m.

(z+ )™ = 2" 4 Cm1z™' + Cms2™ 2+ ... + Cmpz™? + ... + Cm

Como os coeficientes eqiiidistantes dos extremos sdo iguais (n.° 7),
podemos escrever

(z + l)m =14 Cm12 + Cm.2$2 + i Cm.pxp + ...+ Cm,m-'m

Multiplicando, membro a membro, essas duas igualdades, obteremos
o desenvolvimento de (z 4 1)*™, onde o coeficiente de z™ é, pela
prépria férmula do binémio, igual a Camm. Porém, o produto dos
segundos membros das igualdades acima mostra que éste coeficiente
é a soma :

14 Cm)?+ Cm2)? + ... + (Coum)?
0 que prova a relacio acima.

16. Poténcia de um polindmio. Consideremos o polindmio de p térmo
a+b+c+ ... +1 (13)

cuja poténcia de grau m queremos determinar. Escrevendo, uma abaixo da outra
m parcelas iguais a (13)

a+b+c+ ... +1

a+b4+c+ ... +1

podemos dizer que a poténcia procurada serd de todos os produtos de m fatdres
que se obtém, tirando-se um fator (elemento) de cada linha. Déste modo, um
térmo geral do produto obtido, tirando-se o elemento a de a (= 0) linhas, o
elemento b de outras 8 (= 0) linhas, o elemento ¢ de outras v (= 0) linhas (dife-
rentes das « + ) primeiras, etc., e finalmente o elemento I das A (= 0) linhas
restantes, serd da forma

@ B8 ¥ A
p— p— e p—
ol ameltaltictc D me Dol e Cans Qe fallcaal! (14)
ou
a®bBcy ... N (15)
418

com a condi¢io necessdria
a+B+y+...+AN=m (16)

Evidentemente hd tantos térmos (15) quantas sfio as permuta¢des que se podem
fazer com os m elementos (14), entre os quais hé « elementos iguais a a, § elementos
iguais a b, { elementos iguias a ¢, etc., e A elementos iguais a l. Sendo éste
nimero, como j4 vimos (Cap. 14, n.° 13),
m!
alBly!l... N

o térmo do produto, apés a redugio dos térmos semelhantes a (15) serd

!
—————a!ﬁ!;’!‘mm a®bBey .. I an

A poténcia m do polindmio (13) serd, entiio, a soma de todos os térmos (17), para
0s quais os nimeros niio negativos a, 3, v, ... A verifiquem a relagiio (16). Po-
demos, pois, escrever a férmula de LeisNiz.

(a+b+c+...+1)=Z#—ﬁaabﬁc‘r...z* (18)

na qual o sinal somatério se estende a tddas as decomposi¢des possiveis do nimero
m em p mimeros inteiros nio negativos e, B, 7, ... A de acbrdo com a condigio
16).

A férmula do binémio apresentada sob a forma (5) (n.° 3) é, como se vé, um caso
particular de (18), a saber, aquéle em que p = 2.

17. Observagdes.

Na aplicagio da férmula (18), decompde-se inicialmente o mimero m, de todos
os modos possiveis, numa soma de p nimeros inteiros, nfio crescentes e néo ne-
gativos.

Seja, por exemplo, calcular a quarta poténcia de um polinémio de p térmos.
Sendo, pois, m = 4, temos as seguintes decomposigdes possiveis, de acérdo com
a observagfio acima:

44+44+0+0+0+0+ ... +0
4=34+14+0+04+0+...40
4=2+4+24+04+0+4+0+4... 4+0
4=24+14+140+4+0+... 4+0
4=14+14+14+140+4+... 40

18. Exercicio. — Calcular o descobrimento de
@+b+ ...+
aplicando a férmula de LEeiBN1z
ResoLugio. — Temos as seguintes decomposi¢des possfveis:

2=24+0+4+0+... 40
2=1+4+140+...+0
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CariTUuLo 16

Teoria dos Determinantes

1. Preliminares. A teoria dos determinantes tem sua origem nas
pesquisas iniciadas por LemNiz, em 1678, no sentido de simplificar
as trabalhosas eliminag¢des necessérias i resolugio de um sistema de
m equagdes lineares com m incégnitas.

Seguem-se, na ordem cronolégica, os trabalhos de CRAMER (1750),
Bezour (1764), Larrace (1772), VANDERMONDE (1772) LAGRANGE
(1773), Caucua (1815) a quem se deve uma sistematizagiio completa
dos trabalhos de todos os seus antecessores além de suas notdveis
contribuigdes e Jacorr (1841) cujos estudos sébre os determinantes
funcionais grande auxflio deram a Andlise. O primeiro tratado siste-
mético e completo sdbre’ o assunto é de BRrroscar (1854), seguin-
do-se-lhe, entiio, outros, entre os quais, se destaca o de GUNTHER
(1877) que fornece minuciosa indicagio bibliografica para cada parte
da teoria e um resumo histérico de seu desenvolvimento ()

Tendo sua origem num problema de Algebra Elementar, a teoria
dos determinantes desenvolveu-se a tal ponto, que hoje constitui

um algoritmo de suma importdncia tanto na Andlise como na Geo-
metria,

2. Classe de uma permutacio. Dados m elementos a, b, ... |
tomemos uma de suas m! permutagdes, por exemplo,

abrwsl

que designaremos jundamental, principal ou direta.

Diremos, entdo, que dois elementos em uma qualquer outra permu-
tagio désses m elementos formam uma inversio quando estio em
ordem inversa Aquela em que se acham na permutacio prineipal.
Consideremos, por exemplo, os cinco elementos a, b, ¢, d, e e tomemos
para permutagio principal aquela em que se acham na ordem alfa-
bética abede. Assim sendo, uma permutagio daceb apresentars cinco
inversdes, a saber, as inversdes da, d ... ¢,d ... b, c ... b, eb.

(%) Cfr. ErNgsto Pascar, I Determinanti, Milano, Ulrico Hoepli, 2.» ed., 1923, pég. 4.

)
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Diz-se que uma permutagiio é de classe par ou de classe impar segundo
apresenta um nimero par ou fmpar de inversdes. Por exemp}o, a
permutacio acima daceb é de classe fmpar, porque, como vimos,
apresenta 5 inversdes.

3. Teorema.
a) Consideremos uma permutacio
a...cebj...1 (1)

de m elementos dados e permutemos dois elementos consecutivos
quaisquer, como por exemplo ¢ e b,

a.nabeh. il ©

Evidentemente, nio foi alterada a posi¢io de cada um déstes dois
elementos em relaciio aos demais m — 2, haven(}o, apenas, alteragdo
na sua posigio reciproca. Logo o nimero de inversdes da permu-
tagio diminuiu ou aumentou de uma unidade conforme os dois ele-
mentos formavam ou ndo uma inversio em (1). Resulta daf que
a permutagio (2) nio é da mesma classe da permutagio (1).

b) Consideremos, ainda, uma permutagio
a e cdi i ibeeh 3)

dos mesmos m elementos, e permutemos dois elementos ndo consecut.wos
¢ e b, entre os quais existem r (r = 1) elementos. Poderemos realizar
esta permuta, fazendo, em primel_ro lugar, o elegnento A esquerda
e avangar r posi¢des (para a direita), e em seguida, o elemento a
direita b retroceder r + 1 posicdes (para a esquerda). Isto equivale
a realizar sucessivamente um ndimero fmpar 2r + 1 Eie permutagdes
de dois elementos consecutivos, do que decorre, em virtude do resul-
tado anterior, haver uma mudanga de classe na permutagéo.

Os resultados acima permitem-nos enunciar o seguinte teorema:
Trocando-se dois elementos quaisquer de uma permutagdo, esta muda
de classe.

4. Observagoes.

a) Se considerarmos abec ... kl como permutagio principal dos m
elementos a, b, ¢, ... k,l, o nimero mdrimo de inversdes aparece,
quando, dois a dois, todos os elementos formqm inversdo, ou seja,
na permutagio Uk ...cba. Este nimero méximo de inversdes ¢,
portanto, o niimero de combinagdes de m elementos dois a dois, isto

6 (%)

b) Consideremos, entre as m! permutagdes dos m elementos a, b ... I
as de classe par. Permutando dois elementos préviamente prefixados,
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em cada uma destas permutacdes de classe par, obteremos o mesmo
nimero de permutacdes de classe fmpar. Reciprocamente, a permu-
tagiio de dois elementos, préviamente escolhidos, em cada uma das
permutagdes de classe fmpar dos m elementos, forma permutacdes de
classe par dos mesmos.

Conclufmos, pois:

O nitmero de permulagies de classe par de m elementos ¢ igual ao nimero
de permutagoes de classe tmpar désses elementos.

5. Matriz quadrada. Um conjunto de n? elementos, dispostos
num quadro, como o que se segue,

1,2 n

a,; ay ... a,

1 3 n

a, a, . a,
4)

1,2 n

a, a; a,

denomina-se matriz quadrada de ordem n. O conjunto de n elementos
situados numa mesma horizontal denomina-se linha da matriz e o
conjunto de n elementos que figuram numa mesma vertical chama-se
coluna. Chama-se fila da matriz indiferentemente uma linha ou
uma coluna. Déste modo, por filas paralelas entendem-se linkas ou
colunas, e por filas perpendiculares uma linha e uma coluna (*).
Cada um dos n? elementos da matriz (4) estd afetado de dois indices:
um superior, indicando sua coluna, isto é, sua posi¢io sdbre a hori-
zontal, e outro #nferior indicando sua linha, ou seja, sua posiciio sébre
a vertical. Déste modo, a; indica elemento da coluna i e da linha by
Chama-se diagonal principal da matriz (4) A sucessiio, ordenada em
relagio aos fndices, a] aZ ... a* dos elementos afetados de dois
fndices iguais, e diagonal secunddria 4 sucessiio ordenada em relacio
aos findices das linhas e das colunas a, al_, ... a} dos elementos
cuja soma dos fndices é n + 1.

Dois elementos a; e a’ dizem-se simélricos em relagio & diagonal
principal. Se, quaisquer que sejam r e s, se tem a, = a!, diz-se
que a matriz (4) é simétrica.

Consideremos uma permutacio

a¥ ag' cooaY ®)

formada de n elementos tirados de (4), sendo um, e sdmente um,
de cada linha e de cada coluna. Nestas condigdes a sucessio o’
B’ ...\ dos indices superiores de (5) é uma permutaciio dos nimeros

" o estabelecimento de uma denominacio comum para linha ou coluna muito difundido entre
0s autores italianos, simplifica, como veremos, os iados dos t. sObre determinantes,
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1, 2, ... n; 0 mesmo diremos para a sucessio of ... N dos indices

~ inferiores.

Atribuamos & permutacio (5) o sinal 4 ou o sinal — segundo as

B .. N 6)

- permutagdes

af ...\ @

sejam ou ndo de mesma classe (n.° 2).

E evidente, entdio, que uma troca de dois e[ementos quaisquer de
(5) nio altera o seu sinal, porque acarreta simultineamente a mu-
danca de paridade de cada uma das permutagdes (6) e (7) (n.° 3).
Ora, da regra dada acima para o sinal de (5), concluimos,que esta
permutacio é positiva ou negativa, confprme a soma I + I' dos nii-
meros de inversdes de (7) e (6), respectivamente, seja par ou tmpar.
Podemos, entdo, ordenar os elementqs de (5) segundo' 08 seus indlco_ﬂ
superiores (ou inferiores) o que equivale a a.nu’lar I (oq I) e atri-
buir-lhe o sinal 4+ ou o sinal — conforme o nimero de inversdes I
(ou I’) de seus fndices inferiores (ou superiores) seja par ou f{mpar.

6. Determinante. Consideremos, entfo, a permutagdo (5) supondo
seus elementos ordenados em relagio a seus indices superiores e,

sendo &'’ B ... A" a sucessiio de seus indices inferiores, formemos
o produto P de seus n elementos
P = ath” . agn e a;ll (8)

Podemos, entdo, atribuir ao produto P o sinal da permutacio
2
a;u aBu “on a’iu

de seus fatdres, porque, como foi visto acima, éste sinal é mdepe.n-
dente da ordem dos mesmos, 0 que o torna compativel com a proprie-
dade comutativa da multiplicagdo. Ora hé tantos produ_tos P ?uantas
sio as permutagdes dos n nimeros 1, 2, ... n, ou sejam, n!

Analogamente formemos os produtos P’, cujos elementos estio orde-
nados segundo os fndices das linhas.

= " 8/” XIII 9
Plmar a7 -..a5 9)

a0s quais se aplicam, mutatis mulandis, as consideracdes feitas sdbre P.

Chama-se, entdo, delerminante da malriz quadrada (4) A soma algé-
brica de todos os produtos P ou P’, obtidos de ac6érdo com a regra
indicada. Sendo p’’ e p’’, respectivamente, os nimeros de inver-
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sGes das permutacdes o’ B ... \ e o [s TR NI

, podemos

escrever as seguintes expressdes simbélicas do determinante
A=2 (-1 o B3 ... Gyn (10)
A — z (_ l)plll a?III agl’l i a:l!l (11)

O nimero 7 indica a ordem do determinante

7. Determinante de segunda ordem. Consideremos o deter-
minante de 2.* ordem

1 2

a a6 ,

6
G, G,

Segundo a regra anterior, obtemos seu desenvolvimento, conside-
rando o produto a! a3 e permutando de todos os modos possiveis
seus fndices superiores ou inferiores. Permutemos
primeiros. Como 6 h4 duas permutagdes 12 e 21 dos fndices, o
desenvolvimento terd apenas dois térmos aj a3 e a? al, respectiva-

mente positivo e negativo, de acérdo com a regra dada dos sinais.
Entio,

» por exemplo, os

T
a; a

AR L0 Y |
tal g2 =6,06; — aja,
2 G

Concrusio: O desenvolvimento de um delerminante de 2.* ordem ¢
tgual ao produto dos elementos da diagonal principal menos o produlo
dos elementos da diagonal secunddria.

8. Exercicio. Calcular o valor do determinante

{23
—5 4

ResoLugio: De acérdo com a regra anterior, temos

2 3
—51" 4

=2X4—3(—5)=8+415=23

9. Determinante de terceira ordem. Tomemos o determinante

Tesitigiei g
a; a; a

[ gl iig

A= a, a;, a,
e ig ety

a; a3 a3

e formemos o produto

al a2 a (11a)

dos elementos de sua diagonal principal. De aco6rdo cgm a.i xéalgra
dada, efetuadas, por exemplo, todas as permutagdes dos r(xi cgs
supel,'iores de (11a), obteremos os térmos do desenvolvimento de A,
cujos sinais sio dados de acérdo com a classe destas permutagdes.
Teremos, entdo, como é ficil verificar,
3 12 1
A= alaja} — aladad + alalal — olajel + afafa} - aleie}
i i lvimento pela regra de
4tica, obtém-se ripidamente éste desenvo nto :
}S‘Iaarrlz):s: for;na-se o quadro ao lado, repetindo-se & direita da terceira
oluna as duas primeiras na ordem em i 5 : :
f;ue se acham no determinante. Os tér- @& 67 @7 G /01
mos positivos do determinante séo os N ON\A >< o
produtos dos elementos da diagonal N\ : 1

1

2
inci ituados em a; a2 @} a) a}
rincipal e dos elementos situados 2 -

finhas paralelas; os térmos negativos NG AN N

sio os produtos dos elementos da dia- A\ N\

] i 3 1 2
gonal secundéria e dos elementos situa- gl a2 a3 o} @
dos em linhas paralelas.

Outra modalidade da regra de Sarrus consiste em repetir aballxo da
tltima linha as duas primeiras, na sua ordem, e aplicar aos elemen-
tos do quadro obtido a mesma regra.

10. Exercicio. Calcular o valor do determinante

{f
3

1
A=| 4
9 6

N 0 O

ResoLugio: Aplicando a regra de SARRUs, obtemos

o8 1/§
NN 78
AN
4 8 3/}\8
VANV
PG T NGB
@i 0508 w05 =2
A=1X8X6+5X3X9+7X4X2-9X8XT—
—2X3X1—-6X4X5=— 391
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de 7.

11. Observacio. Com um pou-
co de pr{atica, entretanto, pode-se
obter ficilmente o desenvolvimento
de um determinante de 3. ordem
sem necessidade de repetir linhas
:tl:ecolunas,lal()lastando adotar o es-
juema ao lado (que

lizado mentalmefgse). S

12, l?eterminantee de ordem
superior a terceira. Vimos que
o desenvolvimento de um determi-
nante de ordem n tem n! térmos.

ordem tem 24 térmos, Assim o determinante de quarta

0 de quinta ordem 120
4 té
f:u;z rl:r;i:rh; qr(;la regra prética (como a regra de Sar:-nrzi’) 352' ePa::a
pldamente seu desenvolvimento. Veremos entrelza;l:z-
tl ?

mais adiante, no estudo de determ;
podem ser utilizados para seu ctilculz:fames TIPS, 0% SRR b

13. Propriedades dos determinantes, Veremos adiante, que o

célculo dos determinantes
: ites pode ser grande implifi
auxilio de suas propriedades, que g; arelxl;)f)gti s:;]t;l)lléggado com o

14. Teorema. Consideremos o determinante

I
1
(il i a’}
1.2
aa, ... »
A_ 2 Wo ..az
............ (12)
1,2
allan e o o-e a:

e formemos o determinante A’

) s |
arasl - al
3 2
A | G193 a?
n
ia (38 06000 a,
cujos elementos de cada
colun i
b g a séo os elementos da linha de mesma
Seja

% T=a;.a§...a’)"
um térmo qualquer de A, cujo si
. : 2 » cujo sinal é dado pela permut.
os fndices das linhas. Ora, a éste térmo cox}?respongga?xr?lﬂtéﬁ}lﬁ
I'=ag.df...a

de A’, constituido dos mesmos elementos de 7, e cujo sinal 6 o mesmo
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~ Assim, os desenvolvimentos de A e A’ siio iguais, 0 que nos permite

concluir a propriedade:

Um determinante nio se altera quando se trocam suas linhas por suas
colunas, respeitada sua ordem.

15. Observacio. Do teorema anterior decorre que qualquer pro-
priedade relativa as linhas (ou as colunas) de um determinante se
aplica igualmente as colunas (ou as linhas). Podemos, entdo, de
agora em diante, adotar a denominagiio fila, para designar indiferen-

~ temente uma linha ou uma coluna (n.° 5).

" 16. Teorema. Troquemos no determinante (12) duas filas para-

lelas, como, por exemplo, duas colunas. Isto acarretard, em cada
um dos térmos do desenvolvimento de A, supostos ordenados em
relacéio aos indices das linhas, uma troca de dois elementos na permu-
tacio dos fndices das colunas, e, portanto, uma troca de sinal, o que
traz como conseqiiéncia a troca de sinal do determinante.

ConcLusio: Trocando-se duas filas paralelas de um delerminante,
conservada a ordem de seus elementos, éste muda de sinal.

17. Coroldrio. Se o determinante tem duas filas paralelas idén-
ticas (%), sua troca deve acarretar a troca de sinal do determinante
(n.° 16). Mas, se as duas filas sio idénticas, permutando-as, o deter-
minante nio se altera. Estas duas condigdes s6 podem coexistir
na hipétese de o determinante ser nulo.

ConcLusio: O determinante que tem duas filas paralelas idénticas
é nulo.

18. Teorema. Vimos (n.° 6) que o determinante é a soma algé-
brica de todos os produtos formados tirando-se um (e sdomente um)
elemento de cada fila. Podemos, entdo, enunciar a seguinte proprie-

dade:

Cada térmo do desenvolvimento de um delerminante contém um (e so-
mente um) elemento de cada fila, ou ainda, todo determinante é fungao
linear ¢ homogénea dos elementos de uma mesma fila.

19. Corolarios. Do teorema anterior decorrem imediatamente os
seguintes coroldrios:

a) Um determinante que lenha uma fila de elementos nulos é nulo.
b) Multiplicando-se ou dividindo-se o0s elementos de uma fila por um
mesmo mimero o delerminante fica multiplicado ou dividido por &sse
nimero.

l tos na ordem.

(*) Assim denominaremos duas filas constitufdas de
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CariTuro 17

Sistemas de Equacdes Lineares

1. Preliminares. phama-se Jorma linear de n varidveis z,, z.,
.+. Z» uma fungdo linear e homogénea dessas n varifiveis. Assim,
a expressiao

T+ QT2 + ... + Q2 (1)
na qual os coefi_cientes @y, Gy ... an sdo constantes é uma forma
linear das n varidveis z;, zs, ... ,.

Iguala.ndo uma forma linear a uma constante, obtém-se uma equagio
algébrica do. 1.° grau com n varidveis, que se denomina, entio, equagio
linear. Assim, sendo a;, @1, ... a, e b constantes, a igualdade

a,x, + 3%y + ... + a2y = b, (2)
é uma equagiio linear. No caso particular de b = 0 a equagio linear
diz-se homogénea.
Na equagiio (2), #;, 23, ... Z, chamam-se incdgnitas.
Um con_junto de m equagdes lineares com 7 incégnitas constitui o
€aso mais _geral de um sistema de equagdes lineares. Particularmente
apresenta interésse para o nosso estudo o caso de m = n, isto é, de
um sistema de n equagdes lineares com n incégnitas.
Seja

@t +aiZ:+ ...+ alza = b,

a;x1+a§:cg+...+¢_z;z..=bg (3)

alzy + a2z + ... + ' = b,
um déstes sistemas.

Sabemqs que a solugio do sistema (3) — quando existe — pode ser
conseguida por um dos processos cléssicos de eliminagio estudados
na Algebra Elementar. Para n < 3, entretanto, a aplicagio de um
désses processos torna-se bastante trabalhosa. Das pesquisas de
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LemNiz no sentido de simplificar a resolugio de um tal sistema,
resultou, como j4 dissemos (Cap. 16, n.°1), a teoria dos determinantes,
cujos elementos expusemos no capftulo anterior. Com o auxilio
déstes estabelece-se uma regra que dé o valor de cada uma das in-
cognitas. Esta é geralmente conhecida pela denominagio de Regra
de CRAMER.

2. Regra de Cramer. Consideremos o sistema (3) e representemos
por A o determinante dos coeficientes de suas incégnitas

a} az el
el (A R A @
al gl ay
Designemos por A}, A}, ... A, os complementos algébricos dos

elementos da coluna r < n. Multipliquemos téda a primeira equagio
do sistema (3) por A7, téda a segunda por A}, e assim por diante,
até a dltima que serd multiplicada por A7. Somando, a seguir, membro
a membro, as n equagdes, assim obtidas, encontramos

(@ A7+ aiA%+ ... + aldr)z, +
+(a';‘A;+ ayAg s +a,2lA_;)x,+ PIRAE
+ (@l A7+ ajdlt ...+ aldl)z + ...+ (5)
+ (@A + ajdp+ .+ ALz =
= AT+ 047+ ... + bad]

O coeficiente de z, é, como ji sabemos (Cap. 16, n.° 34), o préprio
determinante A; os coeficientes das demais incégnitas sdo nulos
(Cap. 16, n.> 38). A equagdo (5) fica, entdo, reduzida a

Az, = b1AT+ baAG + ... + bad] (6)

Ora, o segundo membro da igualdade (6) é o desenvolvimento, em
relagio & coluna r, do determinante

1 r=—1 r+41 n
(oA Die TR aY
1 =1 r41 n
a} ...4a% bs ait!...a}

Axy) =

D R N TN R
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! | obtido de A, substituindo-se os elementos da coluna r pelos térmos determinantes que designaremos por Ag), Aq), Aw e Aw e que néio
‘ independentes de incégnita by, by, ... b das equagdes (3). A equagiio séio os numeradores das fragdes que dio respectivamente os valdres
(6) fica de z, y, z, u. Obtemos, entdo,
Az = A (z
(=) 12 3-1 0
| Como a demonstragiio, que ~acabamos de dar, ndo faz restrigdes a =9 P . A 32
\ r, podemos escrever as seguintes n equagdes para r sucessivamente Aw = Rt e ety || o 32 .. z= T G ] Pe 4
: igual a 1, 2, ... n: 800 5%
Az, =0(@), Aza=A(2), .... Az = A () W)
212 -1 0
Il Os sistemas (3) e (7) séio equivalentes, pois as equagdes de (7) sdo =1l (=) . Aw) 16
§}’ combinagdes lineares das equagdes de (3). Aw = I i 2 o 16 . y= AT et 2
; Se A 0, o sistema (7) apresenta a solu¢io tnica 1 gt
f
!
x,=%, x3=£—éﬂ,...x=% (8) 2. 34125 O
| R B o e L R e i (e
‘ que, em virtude do que foi dito, constitui, também, a solugio do xd Ofevls s ba ] i A 8
sistema (3). - AT S0 )
Concluimos, pois, a regra de CRAMER: {
Dado um sistema de n equagdes lineares com n incégnilas, se o deter- ' 2 3=1.12
minante dos coeficientes das incégnitas nio é nulo, o sistema tem uma - 1-2 0-1 X Aw 8 1
tnica solugdo, sendo o walor de cada incégnita uma fragio cujo denomi- | Aw = ) T o bed 1A ] (R 8 Ju= R v Lighius
nador é éste delerminante e cujo numerador é o determinante obtido ' 10 28
déste_substituindo-se 08 coeficientes da incignita considerada pelos tér- p
mos independentes de incégnita das equagdes correspondentes. 4. Exercicio. Calcular a solugio do sistema
3. Exercicio. Calcular a solugdo do sistema az + by = p
| {2x+3y— b R ; cx +bz = q
; ptCiiie: MY i . cytaz=r
| Uk Bham, 5 : ResoLugio: Caleulemos o determinante dos coeficiente das ineég-
3 z+2%= 8§ . nitas : :
-~ - . . a b 0
ResoLugio: Calculando o determinante dos coeficientes obtemos Ak 090 b et 2080
2/ RN e BRI
=l W | i
A= 0 1 " 1] = 8 , Supondo a, b, ¢ niio nulos, teremos
140 % 0 1 p b 0O
- = 0 b | = —cp —
Sendo, portanto, A 5 0, o sistema tem uma tnica solucio, que iremos : e g BOnuepivaigo)
calcular. Para isso calculemos, de acérdo com a regra dada, os quatro ) i idals




Bw _ bor—cp—ag) _ ag+cp—br

A — 2abc 2ac

p 0
Ay = q b | =a(ag— br— cp)
r«a

(=T )

Aw _ alag—br—cp) _ br+cp— aq

A — 2abc 2bc
aE b D
Agw=|¢ 0 q | =clcp— ag— br)
O cir
el olep—ag—br) _ ag+br—cp
A — 2abe 2ab

5. Discussiio de um sistema de m equacdes lineares com n
incégnitas. Consideremos o sistema

[ ajz, + afz,+ ot a2zt ...+ alza =b
ayr, + aﬁx,-i‘- coot @2+ ...+ ajza = by
‘ ...... 2 ......................... " ....... )
ez + ajza+ ... + abrp + + ajz. = by
| o+ @zt o+ a2+ ...+ afTn = bm
9 formemos a matriz dos coeficientes das incégnitas
S A R
GG oriial ooy
A= al a5 lteraiig® (10)
(e A (- i

Admitamos que seja p a ordem do determinante niio nulo de maior
ordem tirado da matriz (10); evidentemente p serd, no méximo, igual
a0 menor dos nimeros m ou n. Havendo um s6 determinante de
ordem p nessas condigdes, diz-se que éle é o deferminante principal
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da matriz (10) ou do sistema (9); havendo mais de um determinante
nessas condigdes, toma-se um déles arbitririamente para determinante
principal. Diz-se, entdo, que p é a caracteristica da matriz (10).
Como podemos, sem qualquer restri¢iio, alterar a ordem das m equa-
gdes e a ordem das n incégnitas em cada uma delas, podemos supor
que o determinante

1 2
a a ... @&
1 2 P
a sres A TR
Ap — az 2 2 (ll)
1 2 P
a, a, a,

formado pelos coeficientes das p primeiras incégnitas nas p primeiras
equacdes, é diferente de zero, tomando-o para determinante principal
do sistema (9).

Assim sendo, consideremos o sistema formado pelas p primeiras
equagdes do sistema (9)

.................................. (12)
a;I;+ +a;zp+ .-.+a;zn=b’

e pelas m — p equagdes da forma
al...a} alzy+ ... 4o}z — b
al...a} alz 4+ ... + ot — by — (13)
(S 0 o L ey

obtidas fazendo-se 7 sucessivamente igual a p+ 1, p+ 2, ... m.

O sistema formado pelas equagdes (12) e (13) é equivalente ao sistem a
9).

Realmente toda solugiio déste satisfaz as equagdes (12), que a ela
pertencem e satisfaz as equagdes (13) porque anula a (ltima coluna
dos determinantes destas. Reciprocamente, t6da solugio do segundo
satisfaz o primeiro. De fato, t6da solugio do segundo sistema satisfaz
as p primeiras equagdes do sistema (9), por serem estas comuns a
ambos. Demonstremos, entdo, que satisfaz, ainda, as m — p equa-
¢des restantes de (9). Téda solugio do segundo sistema, verificando
as p equagdes (12), anula os p primeiros elementos dé tltima coluna
dos determinantes das equagdes (13), que se reduzem, entdo, a

Ap @z + ... +ajzn— b)) =0
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Ora, sendo, por hipétese, A = 0, verificar-se-do0 as igualdades
azi+ ...+ a2 —bi=0

para i=p+ 1, p+ 2, ...m, isto é serio satisfeitas as m — p
equagdes restantes, como querfamos demonstrar.

Pésto isto, desenvolvamos os determinantes das equagdes (13), de
acérdo com uma propriedade conhecida (Cap. 6, n.°24), em somas
de n gl determinantes, substituindo os elementos da dltima coluna
.sucwswamente pelos térmos em z;, em z,, ete., em z, e pelos térmos
independentes de incégnita. Pondo em evidéncia as incégnitas z,,
Ty, ... Tn DOS determinantw assim obtidos, verificamos que os coefi-
cientes das incégnitas z,, zs, ... Zp sd0 determinantes nulos por terem
duas colunas iguais e os coeficientes das incégnitas zpiy, Zpia, ... Zn
sio também nulos por serem determinantes de ordem p + 1 tirados
da matriz (10). As equagdes (13) se reduzem, entiio, a

a} al b
o ol a2 by =0 (14)
g s b G=p+1,p+2 ...m

Os m — p determinantes do primeiro membro das igualdades (14),
que se obtém, calculando o determinante principal, abaixo, com o0s ele-
mentos correspondentes das m — p linhas de A que déle nio fazem
parte, e & direita, com os térmos independentes de incégnitas corres-
pondentes' das equagdes (9), chamam-se determinantes caracteristicos
ou delerminantes associados do sistema.

Se um, pelo menos, désses m — p determinantes caracterfsticos nio
f.Or nulo, uma, pelo menos, das equagdes (14) nio serd satisfeita e o
sistema ndo terd solugdo (*). Se todos os determinantes caracteristicos
forem nulos, o sistema ficaré reduzido as p equagdes (12). Se, entio, p
for igual a n, o sistema (12) terd uma tunica solugio dada pela regra
de CRAMER (n.° 2). Se p for inferior a n, o sistema serd indeterminado,
isto ¢, terd uma infinidade de solugies, podendo-se atribuir valdres
arbitrdrios 4s n — p inclgnitas Zpsy, Tpis, .. . Zn, € resolver o sistema
em relacgio as p incégnitas x;, xs, ... Tp, Vvisto ser o determinante
de seus coeficientes o préprio determinante principal e, portanto
néo ser nulo. ’

Podemos, entdo, enunciar o Teorema de Rouché:

Dado um sistema de m equagies lineares com n incégni
nitas, sendo
a ordem de seu determinanie principal: ’ :

(%) Diz-se, também, que o sist & impossivel ou que as equagdes sio i pativeis.
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se um, pelo menos, dos determinantes caracteristicos ndo for nulo,
o sistema ndo terd solugdo;
b) se todos os delerminantes caracterfsticos forem nulos, o sistema terd
uma solugio se p = n e uma infinidade de solugies se p < n,
caracterizando-se essa indelerminagdo por n — p incégnitas arbitrdrias.
No caso particular de m = n, o teorema pode ser assim apresentado:
Dado um sistema de n equagdes lineares com n incégnitas, se o deter-
minante A de seus coeficientes ndo for nulo, o sistema serd delerminado,
apresentando uma tunica solugdo. Se A jor nulo, o sistema ndo terd
solugdo se um pelo menos dos determinantes caracterfsticos nao jor nulo,
e terd uma infinidade de solugdes se todos os delerminantes caracleristicos
jorem nulos; sendo p a caracteristica de A, a indeterminagdo caracteri-
zar-se-d por m — p incdgnitas arbitrdrias.

a)

6. Observacio. [ste teorema foi apresentado, pela primeira vez,
por EvgiNE RoucHE numa nota publicada nos Comptes rendus de
I Académie des Sciences (29 de novembro de 1875), e, com maior
desenvolvimento, pelo mesmo autor no Journal de U'Ecole Polytech-
nigque (Cad. XLVII, 1880) sob o titulo Note sur les équations linéaires(*)

Simult4neamente, G. FONTENE apresentou-o em artigo publicado em
dezembro de 1875 nos Nouvelles Annales de Mathématiques. Em
nota intitulada Reclamacio a propdsito do teorema denominado de
RoucH#, aparecida nesse periédico (T. XIX, 1900, p. 184), FONTENE
reclama para si a gléria da descoberta do teorema, alegando que seu
artigo foi entregue em setembro de 1875, enquanto o de RoucHE
foi apresentado & Academia em novembro do mesmo ano. Sugere,
como proposta conciliatéria, a denominagdo Teorema de FONTENE e
RoucH£, j4 usada por LAURENT em seu Traité d’Algébre (1879).
Em 1877, o matemético alemio FROBENIUS estabeleceu-o completa~
mente, com tddas as suas conseqiiéncias(**), devendo-se a éle a
nociio de caracteristica de uma matriz (***).

Independentemente de ambos, A. CaperLi, em 1892, apresentou-o
sob uma forma diferente, a qual alguns autores italianos denominam
Teorema de Roucnf-CApELLI (****). Seu enunciado é o seguinte:

A condiciio necessdria é suficiente para que um sistema de m equagoes
lineares com n incégnitas tenha solugdo, é que a mairiz formada pelos
coeficientes das incégnitas e a matriz formada por @éstes coeficientes e
o0s térmos conhecidos, tenham a mesma caracteristica.

(%) Cfr. Cuarues pe CousErousse, Cours d Algéhre Supérieure, 1.» parte, Paris, Gauthier-Vilars,
1904, 3.» ed., pdg. 69.

(*%) Cfr. SALVATORE PINCHERLE, Lezioni di Algebra Complementare, Parte Seconda: Teoria
delle Equazioni, Bologna, N. Zanichelli, 3.* ed., pig. 93.

(**%) Cfr. Fraxcisco SEvERi, op, cit., pig. 52.

(#+) Cfr, FRANCESCO SEVERI, op. cit., pig. 59; GIUSEPPE ViTavLl, Lezioni di Analisi Algebriea ed
Infinitesimale, Pédua, C.E.D.AM., pfg. 113: Fraxcesco Tricomi, Lezioni di Analisi Matematica,
Pidua, C.E.D.A.M., 1035, 3.» ed., 1.° vol,, pig. 54; ete.
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7. Exercicio. Discutir o sistema
2z 4+ 5y + 3z = 10
3z — Ty = 6
S5z 4+ 2 = 12

D1 A0: i ici
e ::i(z:.xo Calculemos o determinante A dos coeficientes das in-

2 g 48
A=13 -7 0| =16
LB s D551

Sendo, entdio, A » 0, conclufmos que o si ;
i - ) o i
paues DL &;l " q sistema é determinado, isto é,

8. Exercicio. Discutir o sistema
z2+3y— 2= 8§
Sr+ y+42=12
3x+2y+ z= 4
Discussio: Caleulemos o determinante A

13 =2
A= |15 1 4 | =0
3 -2 1
Sendo A = 0, tomemos para principal o determinante ndo nulo
1=53
A, =
> i e - 0

formado pelos coeficientes de z e de imei

¥ nas duas primeiras equ 4
Hgverﬁ, entdo, de aqbrdo com o Teorema de RoucHf, um ﬁnﬁg) 322::—
minante caracteristico, a saber, o determinante

1 1308
3 2 4

Sendo A, # 0, o sistema dado ndo tem solugdo.
9. Exercicio. Discutir o sistema

2z +4y+32= 9

6x + 7z = 13

4x+2y+az= b
sequndo os valores que se podem alribuir a a e a b.
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Discussio: Caleculemos o determinante dos coeficientes

7 4 3
A= | 6 0 7| =24(5- a)
4 2 a

a) Para qualquer valor de a diferente de 5, serd A # 0, e o sistema
ter4d uma tnica solugdo.

b) Fagamos, agora, a = 5. Resultard A = 0. Tomemos para prin-
cipal o determinante

2. 4
8,=|a o]”0

e calculemos o tnico caracteristico

AR
Ay= |6 0 13|=24011-0)
At Tl

Para qualquer valor de b diferente de 11, teremos A, # 0, e o sistema
néo terd solugdo. Para b = 11, resultardi A, =0 e o sistema seré
indeterminado, podendo-se atribuir valbres arbitréirios a z (incégnita
da qual nenhum coeficiente figura no determinante principal) e re-
solver em relagio a z e a y o sistema formado pelas duas primeiras

equacdes.

Resumo da discussdo:

b # 11 : ndo hd solugdo
b= 11: uma infinidade de solugies (indeterminado, com
uma incégnita arbitrdria)

{ a # 5: Uma solugdo

=2

10. Exercicio. Disculir o sistema

{ax+ y=>
z+ay =0b*

sequndo os valdres que se podem atribuir a a e b.

ResoLugio: Calculemos o determinante dos coeficientes

A=

1
5 a‘l=a’—l=(a+1)(a—l)

1
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