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CAPITULO I

Algebra

Unmape I: SERIES

Ao professor compete fazer do livro um or- .
ganismo pldstico e vivo; a &le compete escolher ~. - Cumso Crentfrico: 1. Sucessdes. 2. Céleulo
0 que se pode fazer e o que se pode deizar, o que 44 méhccfpgi? ek %i"‘éi.i‘b‘éféé‘f&i‘. S
se pode antepor ou pospor segundo as condigies \
peculiares dos alunos. O que importa muito
mais é a aptiddo para pensar do que o actimulo T
de conhecimentos especificos que ,,a]a conseguido ' NOCOES ELEMENTARES SOBRE CONJUNTOS
faze-los aprender. §

. Conjuntos finitos e conjuntos infinitos. Admi-

F. SEVERI emos como conhecidas as nogdes sbbre conjunios, correspon-
5 bi-unfvoca e conjuntos equivalentes, dadas no primeiro
o desta série (*).

" Dados, entdio, dois conjuntos C' e C’ se todos o0s elementos
| ¢’ pertencem a C, diz-se que C’ é um subconjunto de C.
5, além disso, ndo se verifica a condigdo recfproca (isto é,
‘nem todo elemento de C' pertence a C”), diz-se que C’ é
subconjunto préprio (ou verdadeiro) ou uma parte prépria
Por exemplo, o conjunto dos nimeros primos de 1 a 97
 parte prépria do conjunto dos niimeros inteiros de 1 a 100.
a defini¢fio resulta que todo conjunto é um subconjunto
\mmo
)i e que um conjunto € finito se existe um inteiro n tal
oomunto seja equivalente ao conjunto dos nimeros
..n. Em particular, se n = 0, diz-se que o conjunto

e que um conjunto é infinito se ndo é finito.
nio é possivel estabelecer uma correspondéncm bi-

)ca entre os elementos de C' e os de C’. C e C’ tém,
, DnlGmeros cardinais diferentes. Por exemplo, niio é
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possivel estabelecer uma correspondéncia perfeita entre o con-
junto dos niimeros inteiros de 1 a 100 e o conjunto dos nimeros
pares de 2 a 100..

Entretanto, se C é um conjunto infinito, é possivel em
muitos casos estabelecer esta correspondéncia. Por exemplo,
a cada ntimero n do conjunto dos nimeros inteiros

1 P R AN (1)

se pode fazer corresponder um tnico ndmero 2n do conjunto
dos niimeros pares

D4 6, ), oy @

que é uma parte prépria do primeiro.

Esta notdvel propriedade, descoberta por Borzano (*)
permite definir um conjunio infinito: aquéle que pode ser
posto em correspondéncia biunfvoca com um conjunto que
déle seja parte prépria (**).

2. Possanca de um conjunto. Da proposigio de
BorzaNo resulta a extensfio aos conjuntos infinitos da nogfio
de niimero cardinal estabelecida para os conjuntos finitos (***).

Quando dois conjuntos infinitos sfo equivalentes, isto &,
quando entre seus elementos se pode estabelecer uma corres-
pondéncia biunfvoca, diz-se que éles tdm o mesmo nimero
cardinal transfinito ou a mesma possanga.

Assim, os conjuntos (1) e (2) tém a mesma possanca.
Pode parecer, & primeira vista, que todos os conjuntos

infinitos tenham a mesma possanga. Tal nfio acontece, entre-
tanto, como veremos a seguir.

3. Conjuntos numeréveis. Diz-se que um conjunto
é numerdvel quando tem a mesma possan¢a do conjunto dos
nlimeros inteiros e positivos. Por exemplo, o conjunto dos
nimeros pares é numerével, pois, conforme vimos (n.° 1),
pode ser posto em correspondéncia perfeita com aquéle con-
junto.

(*) Berxaroo Borzaxo (1781-1848).

(**) "Qn peut remarquer que la propriété d'avoir méme puissance que cerfaines de
leurs parties aliquotes “‘caractérise’” les ensembles infinis: celte propriété a pu ltre proposé
comme définition de ces bles, par opposition auz ensembles finis". (ExiLe Borew, Legons
sur la Théorie des Fonctions, Paris, Gauthier-Villars, 1928, 3.5 ed., pég. 7).

(*#%) Vol I, Cap. I, ne 2,

N4

3 or demonstrou que siio numerdveis o conjunto dos
o8 racionais e o dos niumeros algébricos e que o con-
numeros reais nfio é numerdvel.

njuntos lineares. Tomemos sdbre uma reta orien-

11 .

‘ Pode-se estabelecer uma correspondéncia biunfvoca entre
pontos desta reta e o conjunto dos niimeros reais: a cada
to P da reta corresponde um nitimero real (positivo ou
vo), a saber, a medida algébrica do segmento OP tomado
ra unidade, ou seja a abcissa déste ponto. Reciproca-
te a cada nimero real (positivo ou negativo) corresponde
m ponto P da reta de abcissa igual a éste ntmero real. 0
snjunto dos nimeros reais tem, entfio, a mesma possanga do
njunto dos pontos de uma reta.

; Déste modo, podemos usar indistintamente as expresstes
real e ponto (de uma reta).

| conjunto dos niimeros reais e qualquer um d.e seus
juntos (tais como conjunto dos niimeros racionais, con-
dos ntmeros inteiros, etc.) denominam-se conjuntos

'.' Conjuntos limitados. Diz-se que um conjunto
ar & limitado superiormente (ou limitado & direita) se todos
s elementos siio inferiores a um ntmero finito L, e é
o inferiormente (ou limitado & esquerda) se todos os seus
pentos sfio superiores a um niimero finito I. Os nimeros
| denominam-se respectivamente cota superior e cota in-
‘do conjunto.

or exemplo, o conjunto 1, 2, 3, .... n, .... é limitado
 esquerda e o conjunto .... —2n, .... —6, —4, —2 6
nitado & direita.

| - Diz-se que um conjunto linear é limitado se é lixpitado
squerda e A direita. Por exemplo, o conjunto dos niimeros
res de 1 a 99 é um conjunto limitado.
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6. Entérno e vizinhanca de um ponto. Sendo
a um ponto (ou um elemento) de um conjunto linear, chama-se
entérno de a ao conjunto de todos os pontos z tais que
a—A=z<a+ A
sendo A um ntimero positivo.

Vizinhanga de um ponto a é o conjunto obtido excluindo-
se do entdérno o ponto a. (*)

7. Ponto de acumulacio de um conjunto. Diz-se
que um ponto a é ponlo de acumulagdo ou ponto limite de um
conjunto linear se em qualquer vizinhanga de a existe pelo
menos um ponto do conjunto. Isto equivale a dizer que qual-
quer vizinhanga de a contém uma infinidade de pontos do
conjunto. Um ponto de acumulagio de um conjunto pode nio
pertencer a ésse conjunto. Por exemplo, o conjunto

1 1 1
1, DL Ly IR 3)
admite o ponto de acumulagfio zero que nido pertence ao con-
junto.
Todo ponto de um conjunto que nio é ponto de acumula-
¢do chama-se ponto isolado.

8. Teorema de Bolzano-Weierstrass (**). A existéncia
de pontos de acumulagiio nos conjuntos lineares ¢ estabelecida
pelo seguinte teorema, conhecido por teorema de BorzaNo-
WEIERSTRASS:

" Todo conjunto (linear) infinito e limitado tem pelo menos
um ponto de acumulagdo.

Por exemplo, o conjunto infinito e limitado (3) tem, como
vimos, o ponto de acumulagio zero.

O teorema de BorLzaNo-WEIERsTRASS pode ser extendido
aos conjuntos ndo limitados, como veremos a seguir.

Marquemos sébre uma reta r, a partir de uma origem A
(fig. 5), os pontos do conjunto ndo limitado

5Py et IRt (4)

Considerando a parte de r A direita de qualquer segmento
AA" como um entérno do ponto impréprio (ponto do infinito),

(*) As denominagSes entdrno e vizinhan¢a sfio devidas ao eminente mﬁmﬂtieo
brasileiro Pror. Ler1o Gama (Cfr. Contribuicdo & Teoria dos Limites, Anais da Academia
Brasileira de Ciéneias, Tomo IX, n.° 3, 30 de Setembro de 1937, pég. 122),

(**) Canu WerErsTRASS, matemético alemfio (1815-1897),

[ 12 amataadl aadh £ £00% o0 A7 caidi

«de do que foi dado, podemos dizer que éte ponto
'a é u:rlx ponto de acumulagdo do conjunto (4). Se
ma correspondéncia perfeita entre os pontos de (4)
sbbre r e os pontos do conjunto.

i gei-nh gl (5)
os sobre AA’ (tal como indica a fig. 2) veremos que

(impréprio) de acumulagéio de (4) corresponde ao ponto
prio) A’ de acumulagiio de (5).

i Déste modo, o teorema de BorLzaNo-WEIERSTRASS pode
seguinte enunciado mais geral:
T.iio conjunto (linear) infinito tem pelo menos um ponio

imulagio (préprio)ou impréprio).

N A b. Extremos superior e inferior de um conjunto.

Jado um conjunto linear infinito, limitado & direita, chama-se

o superior désse conjunto a um nimero E tal que:

) @ direila de E nio hd pontos do conjunto;

' 2) qualquer entbrno & esquerda de E contém, pelo menos,
-~ um ponto do conjunto.

'ffAn&logamente se define o extremo inferior e de um con-

. Obsérvemos que E (ou ¢) pode ser um ponto isolado do
into, pois qualquer entdrno de E (ou de e) conterd um
 do conjunto, a saber o préprio ponto E (ou e).. Néste
‘entdo, o exfremo superior ou inferior é necessiriamente

1 1 1 6
1, 5 i g e ©)

extremo superior 1 que é ponto isolado do conjunto,
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Se o extremo superior (ou inferior) £ (ou ¢) é um ponto
de acumulagdo do conjunto, pode ndo pertencer a éste. Por
exemplo, o extremo inferior do conjunto (6) é o ponto de
acumulagfo zero que néo pertence ao conjunto.

Admitiremos, sem demonstragdo, a seguinte proposi¢io:

Todo conjunto linear, limitado @ direita (ou @ esquerda),

admite um extremo superior (ou inferior).

10. Intervalo. Dados dois niimeros reais a e b, sendo
a < b, chama-se tniervalo fechado de extremos a e b e repre-
senta-se por um dos simbolos [a, b] ou a |—|b, o conjunto
de todos os nimeros reais z tais que
ae<Lz<bh

Se o extremo a (ou b) ndo estd incluido, diz-se que o inter-
valo é aberto a esquerda (ou @ direifa) e representa-se por um
dos simbolos

(a, b] ou [a, b) e a—|boual—b

Se os extremos a e b nfio estdo incluidos, o intervalo diz-se
aberto e representa-se por (a, b) ou a — b.

Por exemplo o conjunto dos ntimeros reais ndo inferiores
a 2 e ndo superiores a 3 é o intervalo fechado [2, 3], porque
contém os extremos 2 e 3; o conjunto dos niimeros reais
positivos inferiores a 2 é o intervalo aberto (0, 2), porque
ndo contém os extremos 0 e 2; o conjunto dos ntimeros reais
negativos néo inferiores a — 1 é o intervalo [ — 1, 0) aberto
4 direita, visto néo conter o extremo superior 0, etec.

/| SUCESSOES. LIMITES

11. Preliminares. Denomina-se sucessdo indefinida ou
simplesmente sucessdo a todo conjunto de nimeros reais (*)
que pode ser posto em correspondéncia biunfvoca com o con-
junto dos niimeros inteiros 1, 2, 3, .... m, .... Désse modo,
uma sucessio constitui um conjunto numerdvel (n.° 3) e pode
ser representada por

UL, Uy 'soes Uny v oo (1)
onde u; representa o térmo de ordem 7 da sucesséo.

(* Pste estudo acha-se, nnturnlmonte limitado ao campo real. O leitor 86 conhecers
os nimeros complexos na Unidade IV,

Algebra 13

2 sucessfio fica determinada quando se estabelece uma
y necesséria e suficiente que permita estabelecer se um
dmero real pertence ou nfio a ela. Sdo, por exemplo,
os determinadas a sucessio dos nimeros impares, a
o dos nimeros primos, etc.

Para algumas sucessdes determinadas é possivel esta-
or uma férmula geral que permita calcular o térmo de
ordem n qualquer dessa sucessdo. Esta férmula denomina-~

e térmo geral da sucessio. Por exemplo, as sucessdes

D e TR (2)
1, —4, 9, —16, .... 3)
1 2548
; _2'7 "3_’ T’ (4)
para térmo geral, respectivamente, 2n—1, (—1)"*'n? e

+1
Conhecido o térmo geral u, de uma sucessfo, pode-se

resentd-la pelo simbolo (u,).

= 12. Limite de uma sucessfo. Diz-se que uma sucessfo
*(un) € limilada se o conjunto constituido por seus elementos é

limitado (n.° 5), ou, em outras palavras, se existe um nimero

itivo L tal que, qualquer que seja 7, se tenha | un, | < L.
(@0 se verificando esta condi¢éio, a sucessﬁo (un) denomina-se
ymitada. Por exemplo, a sucessio (4) é limitada e as sucessdes

e (3) sdo ilimitadas; o conjunto dos elementos da sucessdo

é limitado & esquerda e o conjunto dos elementos da su-

sdo (3) é ilimitado tanto & esquerda como a direita.

I. Diz-se que uma sucessio limitada (u,) tem para limite
ntmero (finito) L se, dado um nimero ¢ arbitrariamente

ueno, existe um inteiro n’ tal que, qualquer que seja n > n/,

Por exemplo, a sucessiio (4) tem para limite 1, porque a
para n suficientemente

+1’
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Observemos que os térmos de uma sucessio convergente
podem, pelo menos a partir de uma certa ordem, ser inferiores
ou superiores ao limite desta, ou, ainda, podem oscilar em
torno déste. Por exemplo, os térmos da sucessio (4) sdo in-
feriores ao limite 1 da mesma; os térmos da sucessio

ey A n+1
_l', ?, ’_3—, “een n )
siio superiores ao limite 1 da mesma e os térmos da sucessdo
1 5 5 9 2+ oo 1)",

"5’) _3_7 Z,

sdio_alternadamente inferiores e superiores ao limite 2 desta.

“0Os térmos de uma sucessdo limitada podem ndo convergir
para um determinado limite. Nésse caso, a sucessdo denomina-
se oscilante ou indeterminada. Por exemplo, a sucessio (cos n=z),
ou seja, para n = 1, 2, 3, 4,

RS WS Tl e

é oscilante. Igualmente, uma sucessio ai, bi, az, b2, ....
cujos térmos sdo alternadamente os térmos das sucessdes con-
vergentes a1, az, .... e by, bz, .... cujos limites sdo distintos,
é oscilante.

i+ II. Consideremos uma sucessdo ndo limitada (u.). Pode-
mos distinguir trés casos, que passaremos a analisar.

1) A partir de uma certa ordem 7 (n > 1), os térmos %,
sdo positivos e dado um ndmero positivo N, arbitrariamente
grande, existe um inteiro n’ tal que, para n > n’ se tenha
un > N. Diz-se, entdo, que o limite dessa sucessio é mais
infinito e escreve-se lim u, = + .

Tal acontece, por exemplo, com a sucessdo
11 i | e | KORRBNIRE 70

2) A partir de uma certa ordem n (n X 1), os térmos un
sdo negativos e dado um nidmero positivo N, arbitrariamente
grande, existe um inteiro n’ tal que, para n > n’ se tenha
%, < — N. Diz-se, entdio, que o limite dessa sucessdo é menos
infinilo e escreve-se lim u, = — . Um exemplo désse tipo
é a sucessio —1, —4, —9, .... —n? ..

As sucessdes dos tlpos le 2 acima descntos, denominam-
se divergenles.

quer que seja uma ordem »/, arbitrariamente es-
térmos u. para n > n' ndo 530 do mesmo sinal,
um nimero positivo N, arbitrariamente grande,
nteiro n’/ tal que, paran > n”, se tenha |u. | > N
ntdo, que as sucessdes désse tnpo sio imprépriamente
s ou oscilantes-divergentes. Tal acontece, por exemplo,

g=—1, +4, —9, +16, .... (—1)"n?

Unicidade do limite. Seja (ux) uma sucessiio cujo
'U. Demonstremos que ésse limite é Gnico. De fato,
jamos que (ua) tivesse outro limite U’ diferente de U.

— ’
oe = ) /. l, existiria um inteiro n’ tal que,
n > n' se tivesse simultineamente
poe v | e 07 d 264
|Un—U| < 5——e|u—U’| < :

4. Sucessdes monétonas. Diz-se que uma sucessio
) 6 mondlona ndo decrescente se, qualquer que seja n, se tem
‘%,+1. Um exemplo désse tipo é a sucessdo

1 5 5 9 9 (—1= i
B o 5 30 g +—2—,----

e que uma sucessiio é mondtona nio crescenle se, qual-
1e seja n, se tem uUn > U,41.

essas definigdes se conclui que entre as primeiras estio
1S as sucessdes crescenles, isto 6, aquelas para as quais,
er que seja n, se tem u» < %, e entre as segundas
cluidas as sucessdes decrescentes, isto é, aquelas para
5 se tem un > u,41 qualquer que seja n.

Principios fundamentais sébre sucessdes.
'Toda sucessdo mondtona ndo decrescenle, cujos térmos
jores @ um numero finito A, converge para um limite A’
4 inferior a A.

) Algebra 15
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Seja (un) uma sucessfo nas condigdes do enunciado. Como,
por hipétese, seus elementos constituem um conjunto limi-
tado superiormente, ésse conjunto admite um extremo superior
A’ (n.° 9) que é um ponto de acumulagéio. Entdo, dado um
nimero positivo e arbitrério ¢, existe um inteiro n’ tal que
A’'— e < u, < A’. Como a sucessdio é monétona nio de-
crescente, dai decorre que, qualquer que seja n > 7/, se tem
A" —e < us < A’. Logo A’ é limite da sucessfio (um).

Por outro lado, A’ nfio pode ser superior a 4, pois, se
assim fosse, para todo niimero ¢ inferior a A’ — A, ndo seria
verificada a condigfio anterior.

II. Toda sucessio monblona ndo crescente, cujos térmos sio
superiores a um niumero finito A, converge para um limite A/,
tgual ou superior a A.

: A demonstragdio ¢ idéntica & do prinefpio anterior.

Observemos que ésse dois princfpios permitem a seguinte
conclusdo geral:

Toda sucessdo mondtona limitada é convergente.

III. Toda sucessdo mondtona nao limitada é divergente.

Realmente se (ua) é uma sucessio nessas condigdes, qual-
quer que seja um ndmero positivo e arbitrdrio N, existe um
inteiro n’ tal que para n > n’ se tenha | us | > N, o que de-
fine a divergéncia da sucessio (n.° 12, II).

Désses principios se conclui que uma sucessio mondtona
nao pode ser oscilante.'

IV. Se limu, =L serd lim (un— L) = 0 e reciproca-
mente. Com efeito, a condigio (para n > n’)

|un—L| <e
que caracteriza o primeiro limite, se pode representar por
|(un—L)—0| <
o que de‘ine o segundo limite.

A demonstragdo da recfproca é evidente.

V. Dada uma sucessio de limite L, se L' e L"” sdo dois
numeros tais que L' < L < L", os térmos dessa sucessdo, a partir
de uma certa ordem, estdo compreendidos entre A e A’.

De fato, basta escolher ¢ de modo que o intervalo
[L —¢, L + ¢] esteja contido no intervalo (L', L").

VI. (Corolério do anterior) Dada wma sucessio convergente

de limite ndo nulo, a partir de uma certa ordem, todos seus
elementos tém o sinal do limile.

ydv s gy o - o A . i '. ',“.,
2 \‘w v DN AR 2 Qs /"E“\( 3,;13;3:\““ o v_\
£ ) \ - %)

-~ X A
¥ oA Dy \
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. ; sdes (un) e (va) tém o mesmo limite L
gf;zd“:s (as:;c:swl qu(e, 21 partir de uma certa ordem, Ze
s < Gn < Un, @ Sucessio (an) terd, também, para limite L.
Imente da desigualdade acima resulta
i tn—L Lan—L £Lva—L
tomo lim us = limv, = L, em virtudg da defini¢do I(,ie
., se conclui da condig@io acima que a diferenga | an — |
e tornar arbitririamente pequena para n suficientemente
ou, em outras palavras, que lim an = L. !
[I. Se limun =0 ¢ | k| <N, sendo N um numero
positivo, tem-se lim (kus) = 0. De fato, a condigdo

.,f ' — que caracteriza o primeiro limite, acarreta a condigéio

< e que define o segundo.

- CALCULO ARITMETICO DOS LIMITES

i i itmético dos
. Principios fundamentais. O-célculo aritméti
. baseia-sg nos seguintes principios fundamentais que
emos a estudar.

Limite de uma soma. Selimu, = Uelimva=V, i+

lim (un + vn) = U + V. De fato; temos .~ DO

0)— (U+ V)| = (0 + (V)| < [1=U |+ [ow—VI5
Em vi i [ “positivo e arbitréirio,
;;,:m m?:o (:3 tjhalpgtxe:f,pg:g ?z u>mn|,:’ l;gstznha simultdnea-

I un— U l < %

o
2
ina.ndo, membro a membro, essas desigualdades, obtemos

lun—U |+ |n—V|<e
'\‘mparando esta desigualdade com a primeira, podemos
ir que, para n > 7/, se tem

| (un +va) —(U+ V)| <e
demonstra o teorema.

K e %

'0»“"V|<

N

ool

334
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E 6bvio que o teorema se estende ao caso geral do limite
de um ntmero finito qualquer de parcelas.

)/ 18. Limite de uma diferenca. Se lim un = U e
limon =V, tem-se lim (un—va) = U—V. A demonstragio
é 9n£.loga. 2 anterior. :

A > 19. Limite de um produto. Se lim un = U e
lmon = V, tem-se lim (un . vn) = UV. Realmente, temos, su-
posto U # 0, :

unn—UV = ‘unvn—UV+ Uvn—Uvn = Vn(uu—U)+U(0n—V) k

e, portanto, .
luuvn—UV’é,vnl.lun—Ul+IUI..Ivn'—V|_
@omo a sucessdo (vn) é convergente, | vn | é inferior a um

nimero positive 4. Sendo, entdo, M o maior dos ndmeros
A e | U|, podemos escrever a fortior:

[unve—UV| < M (jun — U| + Jon — V) (1)

Cemeo as sucessdes. (un) e (va) convergem respectivamente
para os limites U e V, dado um ¢ positivo e arbitrdrio, existe
um inteiro n’ tal que, para n > n/, se tenha simultineamente

| ue =i ot

2M
€
|[om— V| < 3
e, portanto, .
lun_Ul+'0n—Vl<ﬁ (2)
Das desigualdades (1) e (2) se conclui que, para n > n/,
se tem

| unon — UV | <e
0 que demonstra o teorema.

E 6bvio que o teorema se estende ao caso geral de um
ntimero finito de fatores.

20. Limite de um quociente.
1. Selimun = U, sendo U » O, tem-se lim % i

Realmente, temos
3T

1%t

U

.

AN T VT SR L AR T SR R R T SRS (WU T U

ALy d ra !r“f;.‘.,_};—/

St o (un) converge para U, podemos escolher
: Mue, a partir de uma cer)i‘;ia.fo_rdem se tenha
i lun| > A v

dado um ¢ positivo e arbitririo, a partir de
n se tem

lun—U| < A|U|e

ra o teorema.
lim un = U, V e V#0, tem-se

1
= uUn X For? temos

Un n

limuvn =

. Realmente, sendo

e 3 VD |
lm — = lim us X lim —
Un Un

de do resultado anterior
: Un U

Un V

lim

 definigdo de limite infinito (n.° 12) resultam imedia-
nte as seguintes extensdes dos principios estudados nos
17 e 18. :

" Se as sucessies (ur) e (vx) tém limites respectivamente 'U e
wm apenas désses limiles é infinito (positivo ou negat?vq),
68 (Un + vn) € (un — vn) tém, também, limite infinito
ou negativo). Rk
Se ambas as sucessoes (un) e (va) tém o mesmo limite
(positivo ou negativo), a sucessdo (un + vn) tém o mesmo
‘infinito (positivo ou negativo), nada se podendo afirmar
0 limite da sucessio (un— va) que se apresenta sob uma
' inada do lipo ®© — @,
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1
Por exemplo, se un = vn = —-, ambas as sucessdes (un)
w .

e (vn) tém para limite - o e a sucess@io (un — vn), cujos térmos
1

2n?’
ambas as sucessoes (un) € (v») tém para limite 4+ o e a sucessdo
(un — va) tem, também, para limite + . Se, finalmente,
Un = (—1)" + n® e vn = n? ambas as sucessdes (us) e (va)
tém para limite + o e, no entanto, a sucessio (u»n — va), cujo
térmo geral é (— 1)" ¢é oscilante, isto é, ndo tende para limite
algum.

II. O princfpio relativo ao limite de um produto (n.° 19)
pode ter as seguintes extensdes:

a) Se uma das sucessies (un) e (vn) tem limite infinito
(positivo ou negativo) e os térmos da outra, a partir de uma certa
ordem sdo superiores a uma certa quantidade positiva, a sucessio
(un . vn) tem para limile infinito (positivo ou megativo).

De fato, se lim | , | = e, a partir de uma certa ordem
se tem va > A, sendo A positivo, dado um ndmero N, positivo
e arbitrariamente grande, a partir de uma certa ordem, tem-se

| un | >

s@o nulos, tem para limite zero. Se ua = % e un =

-% e, portanto, | un.vs | > N. E 6bvia a correspon-

déncia dos sinais, indicada no enunciado.

Em particular, podemos enunciar:

Se lim|un| = o e limva =1V, sendo V % 0, tem-se
lim|un.on| = .

b) Se uma das sucessies (un) e (vn) tem limite zero e os
térmos da outra, a partir de uma certa ordem, sdo limitados, a
sucessdo (un .vn) tem para limite zero. Esta proposigio é uma
consequéncia do principio VIII do n.° 15.

Em particular, se lim un = 0 e limva = V, sendo V finito,
tem-se lim (un .va) = 0. :

Observemos, finalmente, que selim | un | = o elimva = 0,
nada se pode afirmar, por enquanto, s6bre o limite da sucesséio
(un . vn). :

III. Os princfpios, enunciados no (n.° 20) podem ter a
seguinte extensdo:

Se lim un = 0 e un ndo é idénticamente nulo no éntorno de

zero, tem-se h'm—]-'— = 00.

| um |

Algebra ) M

h; a condigio | us | < e que caracteriza o pri-

# 1 1 2 do. T ;
acarreta —— > — que define o segundo. Torna
<ol TP (e 2

a demonstragdo da recfproca:
| kR 1 1
| = o, tem-se hm-u—”- = 0.

‘nsequéncia désse principio e do teorema do n.° 19,

69, finalmente, que se o0s limiteg flas sucessdes
sfio simultdneamente nulos ou infinitos, nada se

e ls Un {
. por emquanto, sébre o limite de (—v;-), que
‘gob uma das formas indeterminadas 0 X o,

te de uma poténcia. Sendo lim un = U, tem-
= U?, sendo p um inleiro qualquer.

um inteiro positivo, a proposi¢gio é uma conse-
teorema do n.° 19. O mesmo sucede se p é um
i ti\:o, pois u? = u—l_—p Se p = 0, qualquer que
.(diferénte de zero), tem-se (ua)” = 1 e, portanto,
= 1 = U° (suposto U # 0).

us > 0 a propriedade anterior é vélida no caso de

W

m ntmero real qualquer, o que aceitaremos sem de-

B D

lim [J;]pn limus = U







	Image_00001
	Image_00002
	Image_00003
	Image_00004
	Image_00005
	Image_00006
	Image_00007
	Image_00008
	Image_00009
	Image_00010
	Image_00011
	Image_00012

