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PROGRAMA DE MATEMATICA
DO CURSO CLASSICO

—_—

Terceira Série

ALGEBRA

Unidade I. — FuNgoEs: 1. Nogio de fungio de variavel real. 2. Re-
presentaciio cartesiana. 3. Nogiio de limite e de continuidade.

Unidade TI. — DERIVADAS: 1. Definigio; interpretagio geométrica
e cinemdtica. 2. Céleulo das derivadas. 3. Derivagiio das fungdes elemen-
tares. 4. Aplicagio & determinagio dos mdximos e minimos e ao estudo
da variaciio de algumas fungdes simples.

GEOMETRIA

Imidade 11I. — CURVAS USUAIS: 1. Definigiio e propriedades funda-
mentais da elipse, da hipérbole e da parfibola. 2. As secgbes cbnicas. 3.
Definigiio e propriedades fundamentais da hélice cilindrica.

GEOMETRIA ANALITICA

Unidade 1V. — NoGOES runpaMmenTais: 1. Concepgilo de Descar-
tes. 2. Coordenadas; abcissa sobre a reta; coordenadas retilineas no plano.
3. Distdncia de dois pontos; ponto que divide um segmento numa razio
dada. 4. Determinagio de uma diregiio; éngulo de duas diregdes.

Unidade V. — LUGARES geomfrricos: 1. Equagio natural de um
lugar geométrico; sua interpretagiio. 2. Passagem da equagio natural para
a equagdo retilinea retangular. 3. Equagio da reta. 4. Equaciio do eir-
culo. 5. Equagdes reduzidas da elipse, da hipérbole e da parébola.
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PROGRAMA DE MATEMATICA -
DO CURSO CIENTIFICO

Terceira Série CAPITULO I

ALGEBRA S
Unidade I. — Sfries: 1. Sucessdes. 2. Cdleulo aritmético dos limi- ~ - \
tes. 3. Séries numéricas. 4. Principais caracteres de convergéncia. A l g € b ra

Unidade II. — Fungdes: 1. Fungio de uma variavel real. 2. Re-
presentagiio cartesiana. 3. Continuidade; pontos de descontinuidade; des-
3 continuidade de uma fungdo racional. : e
| Unidade I11. — DERivaDAs: 1. Definiciio; interpretagiio geométrica I 3
] e cinemética. 2. Céleulo das derivadas. 3. Derivagio das funcdes elemen- & UNIDADE:
bk tares. 4. Aplicagiio 4 determinagiio dos méximos e minimos e ao estudo ,
B da variagio de algumas fungdes simples. ; : S é r 1 es
i Unidade 1V. — N6sERos compLEX0s: 1. Definigiio; operagdes fun- E:
;i"_ da.melitais. dzas Represent%qio trigonométrica e exponencial. 3. Aplicagfio
p a resolugdo equagdes bindmias.

2 Unidade V. — EQUAgOEs ALGEBRICAS: 1. Propriedades gerais dos 1 CURSO CIENTIFICO
i : polindmios. 2. Relagdes entre os coeficientes e as raizes de uma equagio
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Sucessdes. Gt
Céleulo aritmético dos limites.
Séries numéricas. :
Principais eritérios de convergéncia.

1 algébrica; aplicagiio & composigio das equagdes. 3. Nogdes sbbre transfor-
X magdes das equagdes; equagdes reciprocas; equagdes de raizes iguais.

GEOMETRIA

Unidade VI. — RELAGOES METRICAS: 1. Teorema de Stewart e suas -
aplicagdes ao cdlculo das linhas notdveis no tridngulo. 2. Relagdes métri- % %
cas nos quadrilfteros; teorema de Ptolomeu ou Hiparco. 3. Poténcia de -
um ponto; eixos radicais; planos radicais. *

Unidade VII. — TRANSFORMAGAO DE FIGURAS: 1. Deslocamentos,
, rotaciio, simetria. 2. Homotetia e semelhanga nos espagos de
duas e de tres dimensdes. 3. Inversiio pelos raios vetores reciprocos.
Unidade VIII. — Curvas usuais: 1. Defini¢io e propriedades fun-
B> - damentais da elipse, da hipérbole e da pardbola. 2. As secgdes cOnicas.
§ 3. Definigio e propriedades fundamentais da hélice cilindrica.

it

Lt et e v o i e i e

b

GEOMETRIA' ANALITICA

i Unidade I1X. — Nogdes FUNDAMENTAIS: 1. Concepgdo de Descar-
p tes. 2. Coordenadas; abcissa sbbre a reta; coordenadas retilineas no
plano. 3. Disténcia entre dois pontos; ponto que divide um segmento
numa razio dada. 4. Determinagio de uma diregio; édngulo de duas
diregdes. ;

Unidade X. — LuGAres Geomfrricos: 1. Equagdo natural de um
lugar geométrico; sua interpretacio. 2. Passagem da equagdo natural
para a equacdio retilinea retangular. 3. Equagiio da reta. 4. Equacéio do
circulo. 5. Equagdes reduzidas da elipse, da hipérbole e da pardbola.
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NOCOES FUNDAMENTAIS
SOBRE LIMITES

1. Preliminares. — Quando uma varidvel = assume

sucessivamente valores 3
Ty B b b RN B (1)

que se aproximam de um valor finito A, de tal modo que,
para n suficientemente grande, a diferenga | A —2za}(*) seja
menor do que uma quantidade positiva arbitrariamente pre-
fixada, diz-se que-a varidvel z fem para limile A ou tende
para A, escrevendo-se
limz = A4
Diz-se analogamente que A € o limite da sucessdio inde-
finida (1) que, por esta razio, se denomina convergente. (**)
Diz-se com mais precisdio : & sucessio (1) tem para limite
A, quando, dada uma quantidade positiva arbitrdria e, existe
um ndmero inteiro e positivo p, tal que, para qualquer valor
de n maior do que p, se tem
l A—2n I _< €
Por exemplo, a sucessdo
L AR - Kb n
b Ehe T g SR (2)
tem para limite 1, porque a diferenga
4 } e R __1__
n+1 n+1l
- para n suficientemente grande, se pode tornar menor do que
- qualquer quantidade positiva, arbitrariamente escolhida. Para
que esta diferenga, por exemplo, seja inferior a 0,000 001 basta
tomar n = 1000 000.
(*) | A-zn]| significa valor absolulo da diferenga A = Zn.

5 (**) De agora em diante, usaremos o voedbulo sucessdo no sentido
E de sucessdo indefinida.
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Se os térmos da sucessdo (1) se aproximam de zero, de
modo que, para n suficientemente grande, |z.| seja menor do
que uma quantidade positiva arbitrariamente prefixada, diz-
-se que a sucessio (1) (ou a varidvel z) tem para limite zero
ou tende para zero. Uma quantidade varidvel que tem para
limite zero denomina-se um infinitamente pequeno (*). .

Por exemplo, a sucessdo

) FEA (e | 1

o MR e 3)

tem para limite zero, pois %» para n suficientemente grande,
pode tornar-se menor do que qualquer quantidade positiva

240 afFe el REANS :

arbitrdria. Assim o serd inferior a 0,0001 para n > 14, pois

el oS S RS

214~ 16384 ~ 10000

Se os valores absolutos dos térmos da sucessdio (1) (supos-

tos do mesmo sinal) crescem indefinidamente, ultrapassando

qualquer limite, diz-se que a sucessio (1) é divergente. Com

mais precisiio se diz: a sucessdio (1) é divergente quando, dado

um ndmero positivo arbitrdrio A, existe um nimero inteiro

e positivo p tal que, para qualquer valor de n maior do que
p, se tem [Za]> 4

Uma sucessio diz-se oscilante ou indeterminada se ndo é
nem convergente nem divergente. Por exemplo, sendo

a, az, ..... Any o o oo
b], b2, ..... bn, .....

sucessdes convergentes de limites A e B respectivamente.
(A # B), a sucessfio

a, bl, az, bz, ..... An, bn, .....
é oscilante ou indeterminada.

= 0,0001

(*) “Un infiniment pelit n'est pas une quantité déterminée, c’est
une quantité essenticllement variable tendant vers zéro”. CHARLES DE
CompEROUSSE, Cours d’Algébre Superieure, 1. parte, Paris, (Gauhtier-
-Villars, 1904, 3.* ed.).

Car. | Séries

2. Sucessdes mondtonas. — Diz-se que a sucessio (1)
é monélona se

No primeiro caso a sucessio monétona diz-se ndo decres-
~ cente e no segundo caso ndo crescente.

Ty e IR e < T =

i > 22> voen A~ G

T

3. Teoremas relativos ds sucessdes. — Demonstram-se
o0s seguintes teoremas : (*)

1. Toda sucessio monélona nio decrescenle, cujos térmos
' sdo inferiores a um nimero finito A, converge para um limite
- A’ igual ou inferior a A. :

II. Toda sucessio mondtona nio crescente, cujos térmos sao
superiores a um numero finito A, converge para um limite A
igual ou superior a A.

II1. Se duas sucessoes

 convergem para um mesmo limite L, e uma terceira sucessdo
Cly, €2y « v Cry oonvs

¢ tal que, a partir de uma certa ordem, cn estd con_zp):eendido
. enire an e bn, esta sucessdo converge também para o limite L.

IV. Dada wma sucessio convergente de limite A, sendo A’
e A" dois nlimeros quaisquer tais que
Al <TAC<AY

~ o0s elementos desla sucessdo, a partir de uma certa ordem, estdo
- compreendidos entre A’ ¢ A"

(*) Para nio alongar &ste capftulo omitimos essas demonstragdes.
O leitor que desejar estender seus conhecimentos sdbre o assunto encon-
* traré no livro Elements of the Theory of Infinite Processes de Lroyp L. SmAIL
. (MacGraw-Hill Book Co.) uma exposigio did4tica sdbre sucessdes e limites.
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V. (Corolério do anterior) Dada uma sucessio conver-
gente de limite A ndo nulo, os elementos desta sucessdo, a partir
de uma certa ordem, tém o mesmo sinal de A. ;

VI. Multiplicando-se o0s lérmos de uma sucessdo, tendo
para limite zero, respectivamente por fatores inferiores em valor
absoluto @ um niumero finito A, obtém-se outra sucessdo, tendo
também para limile zero.

VII. A sucessio formada pela soma dos térmos de mesma
ordem de duas sucessoes, tendo ambas para limite zero, tem igual-
mente para limite zero.

VIII. Dada uma sucessdo convergente, toda sucessdo nela
contida, é também convergenle, tendo o mesmo limite da primeira.

4. Operacdes sbbre limites. — Sejam as sucessbes

ay, a2, ...« - AR A (4)
DDt iasetais e s (5)
que tém respectivamente 0§ limites finitos A e B.
1. Consideremos a sucesséio
ay + by, ag + b2, ..... Gn+ bny ... (6)

cujos térmos sfio as somas dos térmos de mesma ordem das
sucessdes dadas. Queremos demonstrar que o limite desta
sucessio 6 A + B.
Realmente temos (*)
| (4 + B)-(an+ ba) | = l(A—an)+(B—bn)lé
élA"anl'*"B"bnl (7)

Como A e B siio os limites das sucessOes (4) e (5) respecti-
vamente, dado um e positivo arbitrério, existe um nimero
inteiro n’ tal que, para n > n’, se tem

€
]B—bnl<—2-

-
2

l IA“anI<

(*) Observe o leitor que
IM+N|=|M|+|N]|

se M e N sio do me:;mo sinal, e
1M+Nl<lM|+lNl

se M e N sfio de sinais contrérios.

» o

<

i

n

e
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~ o que demo
L ¥

;- cujos térmos sao obtidos

 sucessoes.

e, portanto,

Em virtude da igualdade (7) resulta, entdo, para n > n'
l(A+B)—(a,.+b,.)l <e
nstra ser A4 + B o limite da sucessdo (6).

CoxcrLusio : Dadas duas sucessdes convergentes, a sucessao
pela soma dos térmos de mesma ordem

das sucessoes dadas, tem para limite a soma dos limites dessas

fiste teorema também se pode assim enunciar :

O limite da soma de duas varidveis, que tém limites finitos,
é a soma dos limites dessas varidvers.

O teorema extende-se a0 Caso geral da soma de um ni-
mero qualquer (finito) de variaveis.

II. Analogamente se demonstra que O limite da sucessdo

®)

ay —bl, az — ba, a,.—b..,

é A — B, ou, em outras palavras :
O limite da diferenca de duas varidveis que (ém limites

‘{V; finitos, ¢ a diferenca dos limiltes dessas varidveis.

111. Consideremos & sucessio
a by, a2 ba, an bn,

(9)

..........

Queremos demonstrar que seu limite é AB.
Realmente temos
44B"anbn = 4 (B“'bn) + bn(-4 "au)

IAB-—a,.b,.’,_élAl.[B-bnl+lb,.l.|A—anl

A Como a sucessdio (5) é convergente, | ba | serd inferior a
um ndmero positivo B’. Sendo, entdio, M o maior dos nime-

" ros | A| e B, podemos escrever a jortiori

IAB—a,.bn|‘_-/_-M(IB~bnl+lA‘“ul)

Como A e B sio os limites das sucessdes (4) e (5) respecti-

. vamente, dado um ¢ positivo arbitrdrio, existe um nimero

inteiro n’ tal que, para n > n', se tem
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|B-ba| < =
oM

A-ai| < ==
| a|<2M

Em virtude da tltima relagfio resulta, pois, para n > n'
‘ AB 3 an bn l < €
o que demonstra ser AB o limite da sucessdo (9).

Qogcnus.,‘&(.): O limite do produto de duas varidveis que
tém limites finilos é o produto dos limites dessas varidvers.

Pste teorema extende-se ao caso do produto de um ni-
mero qualquer (finito) de varidveis.

1V. Consideremos a sucessio

ﬂ az an

e O e raiee (10)
Queremos demonstrar que, se B # 0, esta sucessdo tem

para limite —

B
Para isso demonstremos primeiramente que a sucessio
ab 1
S A (11)

Sy 1
tem 1 =3
para limite B

Realmente, temos
L ¥10 _1_‘ = 1ba—=B]|_ 12
B “ba |B.|bal (12)
Cpmo a sucessio (5) converge para B, podemos escolher
um ndmero B’ >0 tal que, a partir de uma certa ordem, se tenha
|ba| > B’ (13)

Além disso, dado um ¢ arbitrério, a partir de uma certa
ordem se tem

|ba—B| < B'|B|e (14)

Car. | Séries 21

Entdo, a partir de uma determinada ordem, verificam-se
simultineamente as condigdes (13) e (14). Em virtude de (12),
temos, também, & partir de uma certa ordem

il
B bs

1 R
o que demonstra ser o limite da sucessio (11).

<€

Observando, agora, que 08 térmos da sucessdo (10) séo
os produtos dos térmos de mesma ordem das sucessoes (4) e

(11) cujos limites sdo respectivamente Ae %: em virtude do
teorema anterior, coneluimos que o limite de (10) é o produto

1 A
A X 5" B
ConcrLusio: O limite do quociente de duas varidveis que
tém limites finitos, sendo o segundo diferente de zero, é 0 quo-
ciente dos limites dessas varidvers.
Demonstram-se, ainda, 0s seguintes teoremas que NOS
limitaremos a enunciar :

V. O limite da poténcia inteira m de uma varidvel que tem
wm limite finito, é a poténcia m désse limite. g

VL. O limite da raiz de grau m (m inteiro) de uma varid-
vel que tem um limite finito, é a raiz m désse limite.”

5. Limite de uma fungdo. — Seja
y=§@ (15)

uma fungio definida num intervalo [a, b] (*) e seja A um
ponto désse intervalo. Diz-se que a fungdo y tem um limite
finito B quando z tem para limite A4, se dado um nimero
positivo arbitrério e, existe um ndmero positivo 3 tal que,
para qualquer valor de z verificando a condigio

|lz—A4] <3

———

(*) As nogdes elementares sobre fungdes, tais como definigio de
variavel e fungdo, dominio de variavel, campo de definigio de fungdo, ete.,
foram dadas no Vol. I, Cap. V, n.c 18 e serdo repetidas no Cap. 11, n° 13
e seguintes.

|
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se tem
|ly—B| <e

Em térmos menos precisos poderemos dizer: a fungdo y
tem para limite B se, quando os valores de z se aproximam
indefinidamente de A, os valores correspondentes da fungdo
se aproximam indefinidamente de B.

A fleﬁniqz'lo anterior extende-se ao caso geral das fungdes cujo campo
de definigiio nio é necessiriamente um intervalo e sim um conjunto qual-
quer de pontos do qual @ seja um ponto de acumulagdo.

Se 08 .limites A e B ndo sdo finitos, convém estabelecer
nova defini¢io. Temos, entdo, os casos seguintes :

1. Diz-se que a fungdo y tem um limite finito B, quando
T pende para + o, se, dado um nimero positivo arbitréirio e,
existe um nimero positivo M tal que, para qualquer valor
de z, verificando a condigdo

x> M
se tenha
ly=B| <e
Analogamente se define o limite
lim y =B
T —p=®

II. Dizse que a fungdo y tende para + o quando
tem para limite A, se, dado um niimero positivo arbitrdrio M,
existe um ntmero positivo e, tal que, para qualquer valor de
2 verifieando a condigéio

lz—A] <e
se tenha
y > M
Anadlogamente definirfamos o limite
lim y=—®
z—A 5

III. Diz-se que a fungdo y tende para + ® quando
tende para + @, se, dado um nimero positivo arbitrdrio M,

R
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existe um nimero positivo N tal que, para qualquer valor de
« verificando a condigdo

z >N
se tenha
y>M
Analogamente definirfamos 0s limites
lim y=~—%, lim y=+® e lim y=-®
z >+ ® z =0 zZ -0

6. Limite 4 esquerda e limite a direita. — Pode acon-
tecer que uma fungdo f (x) definida num intervalo, nio ad_m_ita
num ponto a déste intervalo um limite tal como foi deflnlfi()
‘no n.° 5, mas que, dado um niimero ¢ positivo e arbitrério,
se possa determinar um certo entdrno (*) & direita (ou 2 es-
querda) de a, de modo que para qualquer valor de z déste

~ entdrno se tenha

IO ARY

Diz-se, entéio, que L é o limite a direita (ou a esquerda)
da fungdo f(z) no ponto a. Por exemplo, a fungéo
x
y=x+ —
£ [z
que para qualquer valor positivo de z é igual a z + 1 e para
qualquer valor negativo de z ¢ igu‘al-a z — 1 tem, no ponto
z = 0 o limite a direita + 1 e © limite a esquerda — 1.
Os limites & esquerda e & direita de uma fungdo f(z) num
ponto a, representam-se respectivamente por
lim fiz) e lim f(z)
=30~ z=a +
Quando num determinado ponto o limite d esquerda coil_x-
cide com o limite @ direita recai-se no caso do limite ordindrio

j4 definido.

(*) Por entirno a direita (ou & esquerda) do ponto a entende-se o
conjunto de todos os pontos z do intervalo tais que
alzrZa+ N (ou a-N<4z 4a)

gendo A um niémero positivo.

1
y
4
|
|
X
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7. Propriedades. — As propriedades relativas ao limite
de uma soma, de uma diferenga, de um produto, ete., que
vimos no estudo dos limites das sucessdes (n.° 4) extendem-se
ao caso dos limites das fungdes.

Sejam f(x) e ¢(x) duas fungdes definidas num mesmo
intervalo e seja A um ponto déste. Admitamos que @) e
¢(z) tenham respectivamente o0s limites finitos L e L’ quando
z tende para A, ou

lim f(z) =L, lim ¢() =1L’

z—4 z— A

Demonstram-se, entdo, as seguintes propriedades :
I. lim [j(x) -+ <p(;t)] = lim j(z) + lim ¢x) = L £ L'
z—4 z— 4 z—y A

I lim [ @) . qa(x)] = lim j@) . lim o) = L. L’
z—4A z— A z—> A

lim f(x)
é j(x) _ z—4A o J X ?
I11. 'linA 5 limAcp(x) ¥ 7 (se L' #0)

V. lim [j(x) ]"‘= [lif“j(z) ]"= Lm

V. lim [f@) = \/lim @) = \,_L-
z—A4A z—4A
(supondo m inteiro e L <0 se m for par).

A primeira e a segunda propriedade extendem-se a0 caso
de um ntmero finito de parcelas e fatores respectivamente.

8. Limite de polinémio inteiro. —

I. As propriedades sobre limites de varidveis (n.° 4) per-
mitem estabelecer o seguinte prinefpio :

0 limite de um polindmio inteiro, contendo um numero finito

de varidveis T1, T2, ... .- zn, que tém limites finitos Aj, Ag,
..... A respectivamente, é o valor numérico do polindémio para
n = Al, T2 = AZ, ..... In = 11”. (‘)

% (* V. a nogio de valor numérico de um polinémio no Vol. I, Cap.
1V, n.° 3.

Car. |
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Em particular, tem-se :
0 limite de um polinémio inteiro em x, quando x tende para

um limite finito a, é 0 valor numérico do polinémio para = .

Assim, por exemplo,
lim (423 — 622 + 1) = 4XB-6X2+1=9
z—>2
1I. Consideremos O polinémio inteiro
y = aoz™ + az™ ... + Gm

e calculemos seu limite quando z tende para + o ou para — ®.
Podemos escrever

lim (agz™ + ;™4 ... + aw) =
al 1 am 1 e
= lim [aox"(1+—&;-x— +-a—0'-;c—;)]—
= lim (aoz™)

visto que a expressdo entre parénteses tem para limite 1,
1

porque as sucessdes o

te

; e tém para limite zero.
xll

Temos, entdio, os seguintes casos:

4+ oo se ap > 0

i = lim a-"=§
’_h’n;ny 8—)+¢’(0I) 1 — o se ap <0
m par e ao > 0

{+oose m fmpar e ao <0

lim y = lim (apz™) =

2= ® Z—p= m par e ap <0

-wseamimpareao>0

9. Limite de uma funcio racional quando a variavel
m um limite finito. — Seja

21 16
e (16)

uma fungdo racional, na qual f(z) e ¢(x) séo polindmios inteiros
em z. Suponhamos que

lim f(z) = j(a) = 4

Z—y G

lim ¢() = ¢(a) = B

T—a




e
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do n.° 7, III permite-nos, entfio, escrever

fla) _ 4

lim y =— = —
z—a ola) B

. -~ . . ’ : &
Concrusio. — O limite de wma fun¢do racional @)

BT 9(2)
quando x lende para a, é o quociente - ) dos valores numéricos
a

dos polinémios f(z) e ¢(x), supostos ésses valores numéricos fini-
los e o segundo diferente de zero.

Por exemplo,

g LY LRy L0 Yo
lim % 6z — 2 G2 =02 =2

1
23220 +32+2 2(-22+3(-2+2

2

2 -
=

10. Observac@o. — Se f(a) = 0 e g(a) = 0, pode-se de-
terminar o limite da fun¢do (16), calculando-se o limite de
outra fungéo racional equivalente a ela, & qual possa ser apli-
cada a regra anterior (isto é, o valor numérico do denominador
desta fragdo para x = a ndo deve ser nulo).

Para isto, dividem-se ambos os térmos de (16) por z — a.
Sejam, entdio fi(z) e ¢i(z) respectivamente os quocientes das
divistes de f(z) e ¢(z) por z — a (*). Se ¢i(a) ndo é nulo, serd

no N S se i ) v Sl (a)
,'T,‘GW‘ z!f-l—ilo a@ el

Se fi(a) = 0 e gi(a) = 0, procede-se andlogamente em re-

fi(x)
o1(x)
Seja, por exemplo, caleular o limite.

lagdo a fungdo

e assim por diante.

lim T22—-14z + 7
r 123 —422 + 5r—2

Substituindo-se z por 1, ambos os térmos da fracdo se
anulam, o que equivale a dizer que o valor numérico da fraciio
B o o ottt n s

(*) Como f(a) =0 e gla) =0, f(z) e ¢(z) sdo divisiveis por z-a
(Vol. I, Cap. IV, n.° 45).

onde 4 e B sfio niimeros finitos, sendo B = 0. O teorema

Capr. | Séries

0 SAC
i i 7 am-
assume a forma indeterminada T Dividindo-se, entdo,

A -se a fragdo
bos os térmos dessa fragdio por z — 1, obtém-se a fragi

N
T =
AL Hawitisnn
22—-3x + 2
« N [, o 1 (l e .
cujo valor numérico para z = 1 assume, ainda, a forma Inde
0 ividind I s térmos desta fragfo $
i -se ambos os térmos
rminada — Dividindo-se
term 0
por = — 1, obtém-se a fragéio
7
x—2
ralor — 7. Resulta, pois,
. para = = 1, assume o valor —7.
que, pa - g : |
Ta% - 7 : D ang
lim (¥ i = lim R YA 7
2_'1173_41;2_}_51_2 z—1 T~

11. Limite de uma funcgio racional quand.o a“vz.nr;lzill-l
vel tende para infinito. — Consideremos a fungéo racio

bk A ox™ + .‘111‘"‘—} + '_';AL'___}- A"} (17)
Y= Ba? + Bia? '+ ..... FiBs
imi o 3 o arqa —+ 0.
¢ determinemos seu limite quando z tende para
Escrevamos @ fungio (17) do seguinte modo
) | :
A; 1 A 7..1:,. ) -_]
Aox™ [l -t ]’;)‘ A T o i a b 5, p
KT R B
Boxl'[l + 7;0 : T L e -+ Bt 5P
. consideremos a fungéo
e cons g
o] Igu.l‘p
Podemos, entfio, escrever
Ay (1 ) Am i
— =)t St
e + Ao \

2—1_*_%:)_(-.“—)-}— ..... s
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: R 1 %
Quando z crescer indefinidamente, = tenderd para zero,

e, portanto, o limite da fragdo do segundo membro de (18)
serd 1. Como (n.° 7, III)

lim y
1
X 1 — —0
fim & =2 —
1 z lim 2z
——30 1
z _____)0
z

1
resulta que, quando = tender para zero (ou z crescer inde-

finidamente) o limite de y serd igual ao limite de z, ou

o
Aox™

lim y= lim z= Ilim
z—+® z—+® z—3+ ® Box?

Temos, entdio, tres casos a considerar:

I) m = p. Serd

Aox? el Ao

lim y = lim = —
2+ ® 2 5+ w DOXr By

II) m > p. Serd

¢ ) Aoz™~?
lim y = lim S e o 0O
z—y+ ® z— + ® Bo

O sinal déste limite depende dos sinais de Ao e Bo (*).

III) m < p. Serd

: : Ao
lim y = lim i
z~—> + ® z— + ® BUI”

Exemplos:
; 224 -32%2 4+ 1 2zt 2
IR e e SR -
e @ BzA—T2® + 2 N et TR

(*) No caso, que nio estamos considerando, de z tender para — @,
o sinal do limite dependeré, ainda, da paridade do expoente m — p.

Car. | Séries 29

; 722 -2z + 3 ] Tx? : 7
= = —— =1 = lim —=0
2_11)12@5x4-6x2+4 z._l)l:l-m 51:4 z—> 4+ o 5:2:2
: 5zt + 1 - bz4 : 5z
= ] = lim ——=+®
:_Hn-:co 223 -4 ,__,“.an 22° z—+® 2

X

n
12. Limite de = quando x tende para zero. —

z - )
nio muda de sinal quando substi-

Como a razio

tuimos z por —z (*), podemos, na demonstragio seguinte,
supor z sempre positivo. )

Tomemos um arco AM (**) T
sbbre um ecfrculo trigonométrico
(**) (fig. 1) e seja z sua medida
em radianos.

Tiremos a perpendicular MM’
ao eixo dos cossenos, a tangente
TT' ao efrculo na origem dos drcos
e as semi-retas 0T e OT" que pas-
sam respectivamente pelas extre- M

midades M e M’ dos arcos A/’t\l r
Fig. 1

e A/J\I'. Podemos escrever
Corda MM’ < Areo MM’ < Segmento TT’
Como as medidas dos segmentos MM’ e TT' (tomado o
raio para unidade) sdo respectivamente 2senz e 2 tg e

(*) Jé vimos que sen (-z) = —senz (Vol. II, Cap. VIII, n.° 46),
de modo que
sen (—z) —sen z sen z
T Ly P

(**) Como vamos calcular o limite quando z— o nfio héd restrigéio
em supor o arco l/ﬂ\l do primeiro quadrante,

(*** Vol. II, Cap. VIII, n.° 16.

(***%) Vol. II, Cap. VIIL, ns. 21 e 25.



A peén dice
2. Cireulo:

3 @-a) + (y—by = R2 { ?z,.b: coordenadas do centro

. ¢ : raio

% (eixos retangulares) E
2® + y? = R? (caso particular do centro na origem) ' .
3 (Cap. X, n.° 4) -
¢ 3. Elipse: :
1 i Ry i { a: comprimento do semi-eixo maior

a? DR b: comprimento do semi-eixo menor

(eixos retangulares) : (Cap..X, n.o 5)

4 4. Hipérbole :
k. a: comprimento do semi-eixo trans-

¥ z° e A i Verso
ki PR Y b: comprimento do semi-eixo nio

' (eixos retangulares) transverso (Cap: X Ha )

4 5. Pardbola :

¥ = 2px (p: pardmetro) (Cap. X nc7) :

r (eixos retangulares) A

d . " dan et ey g it Koy pat Lo st naml SEL L PAC
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17.
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