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PREFACIO

Apresentando o segundo volume da
MaTeEMATICA, destinado aos alunos da se-
gunda série dos Cursos Cléssico e Cientifico,
nada temos a acrescentar ao que dissemos
no preficio do primeiro volume. Nossa
finalidade é proporcionar ao estudante brasi-
leiro um livro, onde possa encontrar os as-
suntos, que necessite conhecer, explanados
numa linguagem tdo clara quanto possivel.

De nossos prezados colegas receberemos
com satisfagdo todo juizo critico sdbre éste
despretencioso trabalho.

Rio de Janeiro, Janeiro de 1944.

O Avurtor
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CAPITULO 1

Algebra

UNIDADE

Progressoes e logaritmos

CURSOS CLASSICO E CIENTIFICO
Estudo das progressoes aritméticas e geométricas.
CURSO CIENTIFICO
Nogio de fung¢io exponencial e de sua fungéio inversa.
CURSOS CLASSICO E CIENTIFICO

Teoria dos logaritmos; uso das tdbuas; aplicagdes.
Resolugdo de algumas equagdes exponenciais.




£, 1. Preliminares. — Chama-se progressdo aritmética ou
por diferenga uma sucessio de nimeros (denominados térmos)
tais que a diferenga entre um térmo qualquer a partir do se-
gundo, e o térmo precedente seja constante. Essa diferenga
sonstante chama-se razdo da progressfo.
~ Representa-se uma progressio aritmética fazendo-se pre-
seder ao primeiro térmo um dos sinais + ou : e separando-se
ada dois térmos consecutivos por um ponto.

- Sendo, entdo,

¥ ay, a2, @3, .... Qn-1, On, ...

aimeros tais que
-G = a3 —02 = .... = 0= 0r-1 = .... =T (1)
| progressdo aritmética (de razdio r), cujos térmos sdo &sses
Wimeros, pode ser assim representada
141 .02.03....0n-1 .0n ..+ (2)
' Conforme tenha ou nfo um ndmero limitado de térmos,
pgressdo diz-se limitada ou ilimitada.
Por exemplo
©7.10.13.16.19.22.25
883 =B AR

"progmsbes aritméticas de razbes 3 e ~ 5 respectivamente,
do a primeira limitada e a segunda ilimitada.

2. Observacdes.

1. Cada t¢rmo de uma progressdo aritmética, a partir do
do, é igual ao térmo precedente mais a razdo.
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estas n— 1 igualdades e

Realm
ente, das i
da pr. o, I S 1gualdades (1 ¢
0 3 S a que satisf:
progressdo (2), resulta ) a que Satistazem os térmos Somando, mémbro a mémbro,
simplificando os térmos comuns a ambos os membros, obtemos
a férmula do térmo de ordem 7

@2 = a+r
d3 = a3'-t'r
n = Qu.y + 3) an = a1 + (o= 1) (4)
e que traduz o seguinte teorema:
1
ca ¢ igual ao primeiro

Cada térmo de uma progressio aritméti

térmo. aumentado do produto da razdo pelo nimero de térmos

II. As i

. As igualdades (:

progressio a:gtlrlx‘;tl‘(tjtld(z (3) mostram que

for ‘tica é maior

conforme a razio r goi T ou menor do que o pre

caso diz-se que g r._ Ja Positiva ou negativa \] re 00.(1011(‘(3, que o precedem.

decrescente, (‘om‘lg 08ressio ¢ crescente o, no sequnde 0

: uimos, pois: 4 segundo, que é 5. Exercicio.
OB Ty S e 0

Uma pr
: progressao ari .
s arulmét;
ética é crescente
Temos, usando as notagdes anteriores,

cada térmo de uma

— Achar o trigésimo térmo da progressao

Jorme SuUQ raza ;
: aza > e ol
0 seja positiva oy negativa ou decrescente con-
3. Propriedad ¢ ; RESOLUGAO: —
métic cooade. — Cada tér -
tica, a partir do segundo, é q 11”‘11"'0 de uma progressao arit AR
‘ néds it 10 gress "2~ :
’ @a aritmética entre o térmo n = 30
C
r =17-5=2

a0 serd, entdo, de acérdo com o prin-

’ precedente e o seguinte
O trigésimo térmo a:

I{C‘l hn ”t(,y Si ,nd() In - a -+ { T S S 1
n-1, n T Un
1 res tér nos con ecutiy 0
1 e 3 e. C ea SC S

‘ € uma pro e
"o, gressdio aritmét;
s K < mé -
" definigfio, escrever itmética, podemos, de acord
| a 00N b cfpio anterior
S gt wo=a;+20r=5+20%X2 = 63
nt1 = Ay azo = a1 or = o &y h
ﬁ' 6. Férmulas derivadas. — A férmula (4) estabelece
ntos de uma progressio

2an = gq,_, g uma relagio entre o0s quatro eleme
el aritmética: primeiro térmo (ay), térmo de ordem n (an), razdo (r)
e numero de térmos (n). Conhecidos, entdo, tres déstes elemen-
ara isso utilizamos as

don i
de tiramos Sucessivamente

Qn n-1 + Gy
J 2 tos, podemos determinar o quarto. P
4. Férmula do ta geguintes férmulas, deduzidas facilmente de (4)
‘ mética de rasa €rmo geral. — Seia ¢ ,
razao r Seja > 2
’ Btk J& & progressio arit-
! = QOn— - r (
Q. a . q ! a an— (n—1) (5)
el RPN e ; l
Cujos 7 primeiros ta e : B
-IFOB t€rmos . £ l 1
relagdes 108, como j4 vimos (n.° 2), verifi an — G
» veriicam as ‘ r = ¥ (6)
Qg = a + , " n-—1
a = a; 4 p |
2 7
..... a a)
n=1+— (7
r

\
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7. Exerefcio. — Determinar o primetro térmo de uma pro-
gressdo aritmética de 10 térmos cuja razio é 4 e cujo wltimo
térmo é 43.

ResorLugio: — Sdo dados
r = 4 n = 10

a0 = 43
Aplicando a férmula (5), obtemos
a =a—9 =43-9 X4 =7
8. Exercicio. — Qual a razdo de wma progressio arit-
. » . p J
mélica de 20 térmos, comegada por 7 e cujo Gltimo térmo é 1977
ResoLugio: — Sio dados

a = 7 azo = 197 n = 20
Aplicando a férmula (6) obtemos

Gy 10T 10

n—1 20— 1

r o=

9. Exercicio. — Quantos ntimeros impares hd de 17 a 193
inclusive ?

ResoLug¢io: — Os ndmeros considerados formam a pro-
gressfio aritmética
17:.:19%21 77193
de razfio 2 e cujos térmos extremos sfio 17 e 193. Assim, sfo
dados

a = 17 an = 193 r o= 2
Aplicando a férmula (7), obtemos
g — a3 : ]‘)3 in 14—
—— A s gttt

7 g

n =14 = 89
16. Inser¢cdo de meles aritméticos. —Inserir n meios
aritméticos entre dois niimeros 4 e B é formar uma progressiio
aritmética de n + 2 térmos, cujos térmos extremos sejam 4 e B
O problema consiste, inicialmente, em determinar & razio
da progressdio, o que se obtém pela aplicacfio da férmula (6).
Calculada esta, escrevem-se os n térmos (entre 4 e B) de

i«
acdrdo com a observacéio I do n.° 2.

;

if
\ &
i

P, YT -
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11. Exercicio. — Inserir 4 meios arilmélicos entre o0s
ndumeros 11 e 31.

REsoLugio: — De acdérdo com o que foi dito no niimero
anterior, precisamos caleular a razio de uma progressio arit-
mética de 6 térmos, cujos térmos extremos sdo 11 e 31. Sdo
dados, portanto,

ai = 11 ag =31 no=" 0

Aplicando a férmula (6), obtemos

Qn — 31—-11

2. Observacio. Notemos que, no problema anterior,
n representa o niimero de térmos inseridos mais 2. Chamando,
entdio, p o niimero de térmos inseridos, podemos escrever

D+ 2

A expressdo de r ficard, entdo,

3—- A B-A B-A
r = B -
1 p+2-1 P+ 1
sendo A e B os niimeros na ordem dada.
Iiste resultado mostra que a razio da progressdo formada
pela inser¢do de p metos arilmélicos entre dois nivmeros A e B
B ohibin dikdindn &' defar nea R4 por p XS
13. Generalizac&o.
I. Consideremos a progressiio
s B31.09 .. s 0GR
[nserindo p meios aritméticos entre cada dois térmos consecutivos,
de acérdo com a observaciio anteri s razdes das progressdes, assim for-

madas, serfio respecti ( cientes das diferencas
az a;, Gz — Qg . On—Qn-
por p + 1. Como essas diferencas siio todas iguais, as razdes das pro-
greasdes sio também ig , de modo que o conjunto das n — 1 progressdes,
assim formadas, constitue uma progressio Gnica, contendo n + p (n-1)
I 7 )

térmos e cujos té

rmos extremos sio a; e a
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Por exemplo, se inserirmos tres meios aritméticos entre cada dois
térmos consecutivos da progressio

$:5.. 13 721729

obteremos a progressio
¢65.7.9.11.13.15.17.19.21.23,25.27.29

II. Consideremos dois térmos consecutivos ap-, e ax de uma pro-
gressiio aritmética de razdo r. Se inserirmos P — 1 meios aritméticos entre
ésses dois térmos, obteremos, como }4 vimos, uma progressiio aritmética

: £ r ; } ]
cuja razdo € —. Inserindo, a seguir, p’ - 1 meios aritméticos entre cada

dois térmos consecutivos dessa nova progressiio, obteremos uma outra
cuja razéio é

r r

— ou

p ¢ pp’

) <
Como essa raziio é exatamente aquela que se obtém, inserindo pp'~1
térmos entre @j—; e ar, concluimos:

i In.ser;'r P13 m;ios aritméticos entre dois niémeros dados e, em seguida,
p'-1 ‘meros aritméticos enlre cada dois lérmos conseculivos da progressdo
formau_a, equivale a inserir pp’ — 1 meios arilmélicos enlre 08 niémeros dados.

) Iste .rcsul_t:\«.lo pode ser facilmente generalizado, chegando-se a con-
Clllll" que, mserir p -1 meios aritméticos entre dois némercs dados, e, a
seguir, sucessivamente p’' -1, p”’ -1, . meios aritméticos entre cada
dois térmos consecutivos da progressio anteriormente formada. equivale
a msenr p.p’.p"...... ~1 meios aritméticos entre .os nimeros dados.

14. Teorema. — Dada uma progressdo aritmélica cres-
cente e um numero A arbitrdrio, existe um nivmero n tal que o
térmo de ordem n da progressio seja superior a A.

Realmente, sendo (n.° 4)

an = a1 + (n—1r
o térmo de ordem 7 da progressio, se n crescer indefiniddmente,
an crescerd ultrapassando qualquer limite. Para determinar
o menor valor (inteiro) de n verificando a desigualdade
a+m-1r > A

bastard resolve-la em relagdo a n o que dé

: (*) Como r ¢é positivo podemos dividir ambos o8 membros da de-
sigualdade por r sem mudar o seu sentido.

Cap. 1 Progressoes e logaritmos 19

e atribuir a n o primeiro valor inteiro superior ou igual ao da
4 A-a
expressio 1 + =———,
=

Este teorema poderia, também, ser assim enunciado:

Em toda progressio aritmética crescenle, o térmo geral an
cresce com n, de modo a ullrapassar qualquer valor arbitraria-
mente escolhido.

ExeMPLO: — Determinar o primeiro térmo da progressio

V20 T = A e

que seja superior ao nimero 104.

REesoLugio: — Sendo r = 3 a razfio desia progressdo, serd

40 4+ 2
(5 8 _1_;_'3! s 101;4 ) _ 4ol

<

3 RAGiaT
e, de acdrdo com o que foi dito, serd n = 43, isto é, o térmo
pedido serd o quadragésimo terceiro.

15. Térmos equidistantes dos extremos. — Diz-se
que dois térmos de uma progressio aritmética limitada sdo

equidistantes dos exiremos, quando o niimero de térmos da

progressdo que precedem o primeiro é igual 2o nimero de
térmos da progressio que seguem o segundo. Por exemplo,
na progressao

:2.7.12.17.22.27.32.37 .42

os térmos 17 e 27 sdo equidistantes dos extremos, porque h4
tres térmos precedendo 17 e tres em seguida a 27.

16. Propriedade. — Consideremos a progressio

Q1.2 ....08k41 -...Qn-k .... Qn

na qual os térmos ax+1 € an-x sfo equidistantes dos extremos,
visto que hé k térmos antes de ar+1 e k térmos depois de an-k.

De acdrdo com a férmula do térmo geral (n.° 4), temos,
designando por r a razfio da progressio

)

ak+1 = ay -+ kr

Para a progressido de k -+ 1 térmos, cujo primeiro térmo
é an.x e cujo tltimo térmo é as, podemos escrever (n.° 6)

An-k = 0Gn— kr

'

AT

AN A
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5. Resolver a equagio
2,634z-1 = 3,41
Resp.: 2,266
6. Resolver a equagio
(az+2)z = a8z
Resp.: 2’ = 0, 2" = 1
7. Resolver a equagio
(5=-1)=4 = 625
Resp.: @ = §, 27 = (
8. Resolver a equagiio
2(=-1)(z+43) = 1
Resp.: 2/ = 1, 2"’ = -3
9. Resolver a equacgio
z_
\Va = aiz :
Resp.: z = & —
10. Resolver a equagio 2
2243 4- 4z = 128
: Resp.: z = 3
{ 11. Resolver a equacgfio
4z+2 2z+3 = 48 /{ {
\ Resp.: z = , X
12. Resolver a equagio : 't kg
3z 4+ 9z = 90
Resp.: z = 2
13. Resolver a equagio
4Vz = 256
Resp.: z = 16
X 14. Resolver a equagio
2z 4 22-1 4 222 4 223 = 30
Resp.: z = 4
15. Resolver a equagio
8
2z 4 2z+1 4 =g 49
Resp.: z = 4
'
>

e o
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CAPITULO II

Algebra

UNIDADE

O binémio de Newton

CURSOS CLASSICO E CIENTEFICO

1. Nogdes sbbre Andlise Combinatéria.

2. Bindmio de Newton.
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NOCOES SOBRE ANALISE COMBINATORIA

1. Preliminares. — Dados m elementos distintos

A1y 02,755 7 g

tomando-se p désses elementos (sendo P =< m) e dispondo-os
linearmente, forma-se um agrupamento de médulo, classe ou
ordem p. Nos casos particulares de piguala 2 3 e 4, os agrupa-
mentos podem denominar-se bindrios, terndrios e quaterndrios
respectivamente.

Um agrupamento pode ser simples ou com repeti¢do. No
primeiro caso nenhum elemento figura mais de uma vez no
agrupamento; no segundo caso, pelo menos um elemento
aparece duas ou mais vezes no agrupamento.

Com os m elementos anteriores podem ser formados di-
ferentes tipos de agrupamentos, como veremos & seguir. A
determinagio do nidmero déstes agrupamentos, de grande
importincia em diversos ramos da Matemética (como, por
exemplo, no Céleulo das Probabilidades), constitui o objetivo
da Andlise Combinatéria ou Cdleulo Combinatério.

Um agrupamento de p dos m elementos dados (sendo
P < m) pode ser considerado, prescindindo-se ou nio da ordem
déstes p elementos. No primeiro caso, dois agrupamentos sio
tdénticos quando contém os mesmos elementos, qualquer que seja
sua ordem, considerando-se distintos dois agrupamentos que
difiram de, pelo menos, um elemento. No egundo caso, dois
agrupamentos sio dénticos quando sio constituidos dos mesmos
elementos, dispostos numa mesma ordem, considerando-se dis-
tintos dois agrupamentos que difiram de, pelo menos, um
«Llemento ou dois agrupamentos de mesmos elementos em que,
pelo menos, dois elementos iguais nao ocupem a mesma posi¢do.

Um agrupamento de p elementos distintos, tirados dos m
elementos dados, abstraciio feita de sua ordem (tal como foi
definido no primeiro caso) denomina-se combinagio simples de
classe p désses m elementos.

*
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82 O binémio de Newton Cap. 1I

Um agrupamento ordenado de p elementos distintos tira-
dos dos m elementos dados (tal como foi definido no segundo
caso) chama-se arranjo simples ou disposigio simples de classe P
désses m elementos (*).

No caso particular de p =.m tem-se evidentemente uma
unica combinagio dos m elementos e tantos arranjos quantos
sdo os diferentes modos de ordena-los. Esses arranjos simples
de classe m dos m elementos recebem a denominagiio especial
de permuiagies simples désses m elementos.

Resumindo as consideracdes feitas, podemos, em con-
clusdo, dar as seguintes definigdes:

1) Arranjos simples de classe p de m elementos ou arranjos
simples de m elementos P a p sdo todos os agrupamentos de P
elementos tirados dentre os m elementos dados, de modo que
cada agrupamento se diferencie de outro, seja pela natureza,
seja pela ordem de seus elementos;

2) permutagies simples de m elementos sdo todos os
agrupamentos de m elementos sem repeti¢iio que se podem
formar com os m elementos dados, de modo que cada agrupa-
mento se diferencie de outro pela ordem de seus elementos;

3) combinagies simples de classe P de m elementos ou com-
binagdes simples de m elementos p a p sio todos os agrupa-
mentos de p elementos distintos tirados dentre os m elementos
dados de modo que cada agrupamento se diferencie de outro
pela natureza de seus elementos.

2. Formacio dos arranjos simples, — Consideremos,
para fixar as idéias, quatro elementos: a, bed:

Conforme seri demonstrado mais adiante, obtém-se os
arranjos bindrios désses quatro elementos, juntando-se a cada
elemento sucessivamente o0s outros lres. Entdo, os arranjos
bindrios dos quatro elementos sfio

ab ba ca da
ac bec c¢b db
ad bd cd de

(*) A denominagfio disposicdo & usada por muitos autores italianos
como PINCHERLE, SEVERI, SiBIraNT, TRICOMI, ViraLl, ete.. REY-PAstor
usa a denominagio variagdo.
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Juntando-se, a seguir, a cada um déstes agrupamentos
bindrios sucessivamente os dois elementos que néle ndo figuram,
obtém-se os arranjos terndrios, ou sejam

abc bac cab dab
abd bad cad dac

acb bea cba dba
acd bed cbd dbe

adb bda cda deca
adc bdec cdb dcb

Demonstremos que éste processo de forn}ac;ﬁo é gerg\l,
isto é, que dados m elementos distintos, se obteAm 0s arranjos
bindrios simples déles, juntando-se a cada um déles sucessiva-
mente os m — 1 elementos restantes; que se obtém os arranjos
terndrios simples dos m elementos, juntando-se a cada agrupa-
mento bindrio sucessivamente os m —2 elementos que néle
ndo figuram, e, assim, por diante.

Para isto admitamos que estejam formados todos os ar-
ranjos p—1 a p— 1 dos m elementos dados, e demonstremos
que, acrescentando-se a cada um -déstcs agrupamentos de classe
P — 1, numa certa posigdo, sucessivamente todos os m — (p — 1)
elementos que néle faltam, obtomo.?' os arranjos de m elementos
p a p. Para facilidade de exposi¢io suponhamos que cada
elemento seja acrescentado depois do tltimo elemento.

Demonstremos, entdo, que:
1) os arranjos de classe p, assim oblidos, sdo simples ;
2) nao hd falta nem repeti¢io de arranjos de classe p.

De fato, como os arranjos de classe p—1 sdo simples,
juntando-se a éles sucessivamente elementos que néles ndo
figuram, os arranjos de classe p, assim obtidos, sfo, também,
simples. Por outro lado, ndo poderé fgltar um arranjo de
classe p, pois, neste caso, em contradi¢io com a }llpdtes?,
faltaria o arranjo de classe p — 1, que se obtém daquele supri-
mindo-se o seu dltimo elemento. Igualmente, nenhum arranjo
de classe p, formado pelo processo anterior, poders ser obt-1.(10
duas vezes, porque dois arranjos quaisquer de classe p, assim
obtidos, diferem, seja pelo tltimo elemento, quando provém
do mesmo arranjo de classe p— 1, seja pela ordem ou pela

a2y

oy -

e
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natureza dos p— 1 primeiros elementos, quando se originam
de dois arranjos distintos de classe p — 1.

3. Namero de arranjos simples de classe p de m
elementos. — Representa-se por um dos sfmbolos A% ou
Ap, p 0 nmero de arranjos simples de m elementos p a p *).

Da demonstragio anterior se conclui que o nimero de
arranjos de classe p de m elementos é igual ao produto de m ~ (p ~1)
pelo nimero de arranjos de classe p — 1 désses elemenlos.

Adotando, entdo, a primeira das notagbes aeima referidas,
podemos escrever

Amyp = [m" @- 1)] Am, p-1
Sendo geral esta relagfio, podemos estabelece-la para di-

- ® 1
ferentes valores de p. Observando que, evidentemente A, = m
resultam as p relagdes

Ap 1 = m
Ap2 = (m—1) Am,
Ap 3 = (m- 2) Am, 2

App = [Ilt p l)] A, p—1
Multiplicando-as, membro & membro, e suprimindo 0s

fatores comuns a ambos os membros, obtemos a férmula do
nimero de arranjos simples de m elementos p a p

Amp = mim—1)m - 2)...(m—-p+1) (1)

CoxcLusio : O ntmero de arranjos simples de m elemenlos
p a p é dado pelo produto de p nimeros inteiros, conseculivos e
decrescentes a parlir de m.

Por exemplo o nimero de arranjos de 10 elementos
3 a3 é dado pelo produto dos tres nimeros 10, 9 e 8, ou

.‘hn, g = 10)(9)(8 = 720

(*) Os autores que adotam a denominagfio disposi¢des representam
o seu ndmero por Dm, p ou DY, ; 08 que empregam a denominagfio variagies
representam-no por Vm, p ou Ve
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4. Formacdo das permutacdes simples. — Sendo as
permutagies simples de m elementos, por definigfio, os arranjos
simples de classe m dos mesmos, sua formagfio, de acordo com
esta definicdo, exigiria a formagiio sucessiva de todos os ar-
ranjos simples de ordens 1, 2, ... p— L. Pode-se, entretanto,
seguindo-se rumo diferente, evitar ésse longo processo.

Consideremos as duas permutagdes simples

ab Dba
de dois elementos a e b.

Como serd demonstrado mais adiante, obtém-se as per-
mutacoes simples de tres elementos a, b, ¢ acrescentando-se o
elemento ¢ a cada grupo anterior em cada uma das tres posigdes
possiveis: depois do segundo elemento, entre o primeiro e o
segundo, e antes do primeiro. Obtém-se, entdo,

abe bae
ach bea
cab cha

Formam-se, anilogamente, as permutagdes de quatro
elementos a, b, ¢, d, acrescentando-se o quarto elemento d a
todas as permutagdes anteriores, em cada uma das quatro
posigBes possiveis. Obtém-se, entdo (*,

abed bacd
abdc bade
adbe bdac
dabe dbac

achd bead
acdb beda
adch bdca
dach dbca

(*) Este processo de formagdo, apesar de ser o mais simples, entre-
tanto, nio dé as permutagdes numa sucessio ordenada. Assim, 0 grupo
dabe precede o grupo achd, o que significa, substituindo as letras a, b, ¢ d
respectivamente pelos ndmeros 1, 2, 3, 4, que o nimero 4123 precede o
ntmero 1324. Para conhecer um processo de formagio ordenada, o leitor
interessado poderd consultar J. REY-PASTOR, Elementos de Andlisis Al-
gebraico, Madrid, 1939, 5. ed., pdg. 138.
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52. Exercicios para resolver. —

1. Calcular o desenvelvimento de (z 4 2)4.
Resp.: z* + 8z% 4- 24z* + 32z + 16

5
: p gl
2. Calcular o desenvolvimento de | 2z + = [
> AF e § 5""\"'"""4_5‘ a’
Resp. : 352°+40az *4-20a%z® +5a%2 4 26' + =
S oL

3. Calcular o desenvolvimento de (z — 2a)?.
Resp.: z3 — 6a’x 4 12az* — 8a?

4. Calcular o desenvolvimento de (1 — 2z)®.
Resp.: 1-12z + 60z% — 16023 4 240z¢ — 19225 -+ 6425,

5. Caleular o quarto térmo do desenvolvimento de (3 + z)8,
Resp.: 540z

6. Calcular o térmo central do desenvolvimento de (z + 1),
Resp.: 924z

7. Calcular o desenvolvimento de

(z+1D™ + (z-1)™

m -2 m R4 T
Resp: 2 [z’" + (7)™ 2 +( )em* + ]
. 2 4
8. Calcular a soma dos cubos dos vinte primeiros ndimeros naturais

aplicando a férmula da poténcia m do binémio.
Resp. : 36 100

9. (’uicnlur o desenvolvimento de (22— 8z + 3)?
Resp.: 424 —32x% + 76z* - 482z + 9
10. Calcular o desenvolvimento de
(1 4 2a + 3a? + 4a%)?
Resp.:1 + 4a + 10a® + 20a® + 25a* + 24a® + 16a®
11. Calcular o desenvolvimento de
l4et+22+4...)0
Resp.: 1422432+ ...+ +1Dz"+...
12. Determinar pela férmula de Leibniz o desenvolvimento de
@+b+ec+... +)™

S 5 Y T Y et o
Resp.: Za*+4Za% + 6 2 a®b? + 12 2 abe + 24 3 abed
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TEORIA DOS DETERMINANTES

1. Preliminares. — A teoria dos determinantes tem sua ‘
origem nas pesquisas iniciadas por Leibniz, em 1678, no
sentido de simplificar as trabalhosas eliminagdes necessérias
& resolugdo de um sistema de m equagdes lineares com m in-
cognitas.

Seguem-se, na ordem cronolégica, os trabalhos de CRAMER
(1750), BezouT (1764), LarLACE (1772), VANDERMONDE (1772),
LAGRANGE (1773), CauchyY (1815) a quem se deve uma siste-
matizagdo completa dos trabalhos de todos os seus antecessores
além de suas notaveis contribuigdes e Jacosr (1841) cujos
estudos s6bre os determinantes funcionais grande auxilio deram
4 Anédlise. O primeiro tratado sistemético e completo sébre
o assunto é de Brioscar (1854), seguindo-se-lhe, entdo, outros
entre os quais se destaca o de GUNTHER (1877) que fornece
detalhada indicagdio bibliogréfica para cada parte da teoria e
um resumo histérico de seu desenvolvimento (*).

Tendo sua origem num problema de Algebra Elementar,
a teoria dos determinantes desenvolveu-se a tal ponto, que
hoje constitui um algoritmo de suma importincia tanto na
Anélise como na Geometria (**).

2. Classe de uma permutac¢iio. — Dados m elementos
a, b, ...l tomemos uma de suas m ! permutagdes, por exemplo
bl
. que designaremos fundamental, principal ou direta.
l s,
L (*) Cir. ErRNEsT0 Pascay, I Determinanti, Milano. Ulrico Hoepli,
' 2+ ed., 1923, pdg. 4.

(**) “Conviene perd avvertir subito que l'importanza dei delerminants
trascedi di gran lunga quella del problema da cui essi hanno preso origine.
I determinanti sono uno strumenlo conciso e potente, di uso continuo nella
matematica pura e aplicata”. (FrRANCEsCO SEVERI, Lezioni di Analisi,
Bologna, N. Zanichelli Editore, 1938, 1.° vol., 2.* ed., pég. 23).
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Diremos, entdo, que dois elementos em uma qualquer
outra permutagio désses m elementos formam uma inversio,
quando estdo em ordem inversa dquela em que se acham na
permutagio principal.

Consideremos, por exemplo, os cinco elementos a, b,c,d, e
e tomemos para permutagdo principal aquela em que se acham
na ordem alfabética abede. Assim sendo, uma permutagio
daceb apresentard cinco inversdes, a saber, as inversdes da,
Wiced b, 6% b ed.

Diz-se que uma permutagiio é de classe par ou de classe
ifmpar segundo apresenta um nimero par ou {mpar de in-
versdes. Por exemplo, a permutagio acima daceb é de classe
fmpar, porque, c‘omo vimos, apresenta 5 inversoes.

3. Teorema. —

I. Consideremos uma permutagio
a i icebd Xl (1)

de m elementos dados e permutemos dois elementos conseculivos
quaisquer, como por exemplo ¢ e b,

ety W S (2)

Evidentemente nio foi alterada a posigio de cada um
déstes dois elementos em relagio aos demais m — 2, havendo,
apenas, alteragio na sua posigio reciproca.” Logo o mimero de
inversdes da permutagio diminuiu ou aumentou de uma uni-
dade, conforme os dois elementos formavam ou nido uma in-
versio em (1). Resulta dafi que a permutagio (2) ndo é da
mesma classe da permutagdo (1).

II. Consideremos, ainda, uma permutagio

BRI 10,307 400 GO IS 3)

dos mesmos m elementos, e permutemos dois elementos nao
conseculivos e e b, entre os quais existem r (r = 1) elementos.
Poderemos realizar esta permuta, fazendo, em primeiro logar,
o elemento A esquerda e avangar r posigdes (para a direita), e,
em seguida, o elemento & direita b retroceder r + 1 posigdes
(para a esquerda). Isto equivale a realizar sucessivamente um
ndmero fmpar 2r + 1 de permutagdes de dois elementos conse-
cutivos, do que decorre, em virtude do resultado anterior, haver
uma mudanga de classe na permutagio.

1

i
I
i
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Os resultados acima permitem-nos enunciar o seguinte
teorema:

Trocando-se dois elementos quaisquer de uma permutagdo,
esta muda de classe.

4, Observacdes. —
I. Se considerarmos
abe ... Kkl

como permutagdo principal dos m elementos G0/ e Ky by
o nimero mdzrimo de inversdes aparece, quando, dois a dois,
todos os elementos formam inversdio, ou seja na permutagio

Ik ... cha

fste ndmero méximo de inversdes é portanto, o ntimero
de combinagdes de m elementos dois a dois, isto é, (';)

II. Consideremos, entre as m! permutagdes dos m ele-
mentos a, b, ... I, as de classe par. Permutando dois elementos
préviamente prefixados, em cada uma destas permutacdes de
classe par, obteremos o mesmo nimero de permutagdes de
classe fmpar. Recfprocamente, a permutagéo de dois elementos,
préviamente escolhidos, em cada uma das permutagdes de
classe impar dos m elementos, forma permutagdes de classe
par dos mesmos.

Concluimos, pois:

O ndmero de permutagdes de classe par de m elementos é
igual ao nimero de permulagdes de classe fmpar désses elementos.

2

5. Matriz quadrada. — Um conjunto de n? elemen-
tos, dispostos num quadro, como 0 que se segue,

1 42 n

al al we'e (l1
1 52 n

0-2 (12 A (12 (l»)
1 42 n

an an au

denomina-se matriz quadrada de ordem n. O n conjunto de
elementos situados numa mesma horizontal denomina-se linha
da matriz e o conjunto de n elementos que figuram numa mesma
vertical chama-se coluna. Chama-se fila da matriz indiferente-
mente uma linha ou uma coluna. Déste modo, por filas para-

I S .
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lelas entendem-se linhas ou colunas, e por filas perpendiculares
uma linha e uma coluna (*).

. Cada um dos n? elementos da matriz (4) estd afetado de
dois fndices: um superior, indicando sua coluna, isto 6, sua
posi¢do sbbre a horizontal, e outro inferior indicando sua
lm!xa,‘ ou seja, sua posi¢io s6bre a vertical. Déste modo,
a; indica elemento da-coluna i e da linha j.

Chama-se diagonal principal da matriz (4) A sucessdo,
ordenada em relagdo aos indices,
LiEE
Gy (3 ... ap
dos.elementos afetados de dois indices iguais, e diagonal secun-
ddria & sucessdio ordenada em relagio aos fndices das linhas
e das colunas Fila ”
alaly --- a
dos elementos cuja soma dos fndices é n + 1.
Dois elementos af e o! dizem-se simétricos em relagiio i
diagonal principal. Se, quaisquer que sejam r e s, se tem

ey |
Gy e

diz-se que a matriz (4) é siméirica.
Consideremos uma permutagiio

a: cg ak' (5)

formada de n elementos tirados de (4), sendo um, e somente
um, de cada linha e de cada coluna. Nestas condigdes a suces-
sfo «’ B’ ... A dos fndices superiores de (5) é uma permutagio
dos nimeros 1, 2, n; o mesmo diremos para a sucessfo
af ... A dos fndices inferiores.

Atribuamos & permuta¢éio (5) o sinal 4+ ou o sinal —
segundo as permutagdes

o By N, (6)
[ - et ¢ (&))

sejam ou nfo de mesma classe (n.° 2).

e

(*) O estabelecimento de uma denominagio comum para linha ou
coluna, muito difundido entre os autores italianos, simplifica, como veremos,
os enunciados dos teoremas sbbre determinantes.

1
1
]

5
:
E

.- ——
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E’ evidente, entfio, que uma troca de dois clementos
quaisquer de (5) ndio altera o seu sinal, porque acarreta simul-
tineamente a mudanga de paridade de cada uma das per-
mutagdes (6) e (7) (n.° 3).

Ora, da regra dada acima para o sinal de (5), concluimos
que esta permutag¢do é posifiva ou negaiiva, conforme a soma
I + I' dos ntimeros de inversdes de (7) e (6) respectivamente
seja par ou impar. Podemos, entdo, ordenar os elementos de
(5) segundo os seus indices superiores (ou inferiores) o que
equivale a anular I’ (ou I) e atribuir-lhe o sinal + ou o sinal —
conforme o ntmero de inversdes I (ou I’) de seus indices
inferiores (ou superiores) seja par ou fmpar.

6. Determinante. — Consideremos, entdo, a permuta-
¢do (5) supondo seus elementos ordenados em relagiio a seus
fndices superiores e, sendo &’B"” ... N’ a sucessio de seus
fndices inferiores, formemos o produto P de seus n elementos

1 2 n
P= Ggr - gy - -+ B 8)
Podemos, entdo, atribuir ao produto P o sinal da per-

mutacio
1 2 n
a'au aBn WLy a)‘u

de seus fatores, porque, como foi visto acima, éste sinal é in-
dependente da ordem dos mesmos, 0 que o torna compativel
com a propriedade comutativa da multiplicagio. Ora hé
tantos produtos P quantas sio as permutacdes dos n nimeros
1, 2, ... n, ou sejam, n!

Anilogamente formamos os produtos P’, cujos elementos

estdo ordenados segundo os indices das linhas
" n "
T % a? s a)§ 9)
a0s quais se aplicam, mutatis mutandis, as consideragdes feitas
sbbre P.

Chama-se, entéo, determinante da mairiz quadrada (4) i
soma algébrica de todos os produtos P ou P’, obtidos de acordo
com a regra indicada. Sendo p”’ e p’" respectivamente os
nimeros de inversdes das permutacdes «’ g” ... N’ e " g
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... N, podemos escrever as seguintes expressdes simbdlicas
do determinante

A

I

b (_ 1)" a;" aa,, ein a;,, (10)

A

Il

P " "e 10;
D" a"" af" ... o} 1y
O nimero 7 indica a ordem do determinante.

7. Determinante de segunda ordem. — Considere-
mos o determinante de 2.* ordem

TS
a, a

1 42
02 a,

Segundo. a regra anterior, obtemos seu desenvolvimento,
considerando o produto

178
a; a;

e permutando de todos os modos possiveis seus fndices supe-
riores ou inferiores. Permutemos, por exemplo, 0s primeiros.
Como s6 hé duas permutagdes 12 e 21 dos fndices, o desenvol-
vimento terd apenas dois térmos al aj e a3 a3 respectivamente
positivo e negativo, de acérdo com a regra dada dos sinais.
Entéo,

179

al a

e R P AT SR aps Y |

= a; a3 - &} ol

1
a; 63

ConcLusio: O desenvolvimento de um determinante de
2.* ordem ¢ igual ao produto dos elementos da diagonal principal
menos o produto dos elementos da diagonal secunddria.

8. Exercicio. — Calcular o valor do determinante
Erin
-5 4
REesoLugio: De acbérdo com a regra anterior, temos
| 2 2] = 2xa-3c0) = 8415 =

g iy g
% a;a,0a;
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9. Determinante de terceira ordem. — Tomemos o

determinante LT,

a; a; a

o 1 2 3

A = a; a; a

1 2 3

ay ai a3

e formemos o produto
ay a3 a3 (11 a)

dos elementos de sua diagonal principal. De acérdo com a
regra dada, efetuando, por exemplo, todas as permutagdes dos
fndices superiores de (11 a), obteremos os térmos do desenvol-
vimento de A, cujos sinais sio dados de acodrdo com z}_classe
destas permutagdes. Teremos, entdo, como é facil verificar

A = ajalal

1432 3l g2
2a3 — alalal + alala

2%3
342q1
ajaja; — ajaza;
Na prética, obtém-se ripidamente éste desenvolvimento
pela seguinte regra de Sarrus: forma-se o quadro

repetindo-se & direita da terceira coluna as duas primeira:s
na ordem em que se acham no determinante. Os térmos posi-
tivos do determinante sdo os produtos dos elementos da dia-
gonal principal e dos elementos situados em linhas pa_ralela.s;
os térmos negativos sio os produtos dos elementos da diagonal
secunddria e os elementos situados em linhas paralelas.
Outra modalidade da regra de Sarrus consiste em repetir
abaixo da dltima linha as duas primeiras, na sua ordem, e
aplicar aos elementos do quadro obtido a mesma regra.
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10. Exercicio. — Caleular o valor do determinante

T e R
Al R e
e T R e s

REesoLugio: Aplicando a regra de Sarrus, obtemos

Bl By g (R
N ik
N .8
7 e M R e Rel
IAINARS
LONANIN
AR R i R |
A = 1X8X64+5X3X9+7TX4X2 - 9X8XT7 - 2X3X1 -
—-6X4X56 = —-391

11. Observac¢io. — Com um
pouco de prética, entretanto, pode-
1 5><7 se obter facilmente o desenvolvi-
4><8 mento de um determinante de 3.*
sz ordem, sem necessidade de repetir
9 6 linhas ou colunas, bastando adotar,
o esquema ao lado (que pode até

ser realizado mentalmente).

12. Determinantes de ordem superior & terceira. —

Vimos que o desenvolvimento de um determinante de
ordem n tem n! térmos. Assim o determinante de 4.* ordem
tem 24 térmos, o de 5.* ordem 120 térmos etc. Para éstes
ndo hé uma regra préitica (como a regra de Sarrus) que per-
mita formar rapidamente o seu desenvolvimento. Veremos,
entretanto, mais adiante, no estudo de deferminantes menores,
os recursos que podem ser utilizados para o seu célculo.

13. Propriedades dos determinantes. — Veremos,
adiante, que o aslculo dos determinantes pode ser grandemente
simplificado com o auxilio das propriedades dos mesmos, que
passaremos a estudar.

Cap. 111 Determinantes

14. Teorema. — Consideremos o determinante

ot 1n a, az ..... 2 a2)

¢ formemos o determinante A’
1 1 1
al 02 ..... a
2 A2 2
N otaj ..... @

cujos elementos de cada coluna sio os elementos da linha de
mesma ordem de A.

Seja 2

SHEMED | n

T = aa.ae e Gy
um térmo qualquer de A, cujo sinal é dado pela permutagio
aB ... A dos indices das linhas. Ora, a éste térmo corresponde

um témo

P A
T a‘l’.ag v gy
de &', constituido dos mesmos elementos de T, e cujo sinal

é o mesmo de T.
Assim, os desenvolvimentos de A e A’ sdo iguais, 0 que

nos permite concluir a propriedade:
Um delerminante néo se allera quando se trocam suas linhas
por suas colunas, respeilada sua ordem.

15. Observagio. — Do teorema anterior decorre que
qualquer propriedade relativa s linkas (ou s colunas) de um
determinante se aplica igualmente &s colunas (ou as linhas).
Podemos, entdo, de agora em diante, adotar a denominagio
fila, para designar indiferentemente uma linha ou uma coluna
(n.° 5).

16. Teorema. — Troquemos no determinante (12) duas
filas paralelas, como, por exemplo, as colunas de ordens r e s.
Isto acarretard, em cada um dos térmos do desenvolvimento
de A, supostos ordenados em relagdo aos {ndices das linhas,
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