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PREFACIO

Estas notas de aula — despidas de exercicios e de
aplicagbes — que ora se publicam, sio a sintese, do
curso de CALCULO VECTORIAL, que vimos, ha
anos, professando na Escola Politécnica da Universi-
dade de Sao Paulo.

O ensino desta disciplina é aqui feito conjunta-
mente com o CALCULO DIFERENCIAL E INTE-
GRAL. Visa, ndo s6 a formagio de pensamento exato,
como também pretende dar uma informacgio basica,
minima, indispensavel as ciéncias fundamentais da En-
genharia. Dai sua orientagio.

Esta publicagdo enquadra-se no plano geral que
o Departamento de Matematica da Escola Politécnica
de Sao Paulo estd desenvolvendo.

Aos alunos Zake Tacla, assistente e E. G. Antonio
Diez nossos agradecimentos pelo estimulo de sua coope-
ragao na organizagao dos originais e figuras deste livro.

Sao Paulo, 8 de janeiro de 1946

Monteiro Camargo
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CapiturLo 1

VECTOR

1. Vector. Sabemos da Geometria elementar ser um segmento
0 conjunto dos pontos de uma reta compreendidos entre dois outros.

Um segmento AB ¢ suceptivel de orientagdo: segmento orienta-
do no sentido AB ou orientado no sentido BA, um oposto ao outro.

O comprimento do segmento, sua medida em relagio a outro to-
mado por unidade, ¢ um numero real positivo.

% Vector ¢ o conjunto de uma dire¢io, um sentido € um nimero
real positivo, seu mé6dulo. Indica-se por uma letra em corpo cheio

ou encimada por uma flexa: v ou v, p. ex., que se I& “vector v”.

Os segmentos de mesmo comprimento, mesma dire¢io e mesmo
sentido (segmentos eqiiipolentes) possuem o mesmo vector. Diferem
uns dos outros por serem conjuntos distintos de pontos.

Os segmentos sdo conjuntos de pontos, enquanto que o vector nio
possui ponto algum.

Diz-se soma de vector v a um ponto A a operacdo da qual resul-
ta um ponto B, extremidade do segmento AB, de mesma dire¢cdo, mes-
mo sentido que o vector e comprimento dado pelo seu médulo, escolhi-
do e fixado um segmento unitario; indica-se por

A+v=B (1)

O vector v conduz, por assim dizer, o ponto A ao ponto B (ve-
here, conduzir).

Grassmann empregou a notagio (B—A), “B menos A”, para
indicar o mesmo vector v

v LB s (2)

As relagdes (1) e (2) sdo eqiiivalentes. (B — A) é difo uma
diferenca de pontos. '
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Existe uma infinidade de pares de pontos para o mesmo vector.

E’ comoda a representagdo do vector v por um dos segmcnt()s'cujas
extremidades A e B, p. ex., satisfazem a (1). Confundi-los ¢ erro
conceitual.

A distancia de um a outro ponto do mesmo par di o mddulo
do vector

modv ou |v|

ou ainda, lembrando a relagdo (2)
mod (B—A) ou |B—A|

Vector nulo, por extensdo, tem moédulo igual a zero, sentido e
direcdo arbitrarios; satisfaz a relacao

A4+ v=A
para A qualquer. Indica-se por 0 (zero).
Podemos definir:

Vector é um nimero real absoluto associado a uma dire¢ao e a um
sentido.

2. Igualdade de vectores. Dois vectores a ¢ b sdo igu:.us quan-
do possuem mesmo médulo, mesma dire¢io e mesmo sentido: indica-se

a-_—“. b

Os vectores nulos sdo iguais.

3. Produto de vector por um nimero real. Sejam nimero real
e v vector, mv sera um vector com a dire¢do de v, 'l}lcsmo sentido
se m > 0, contrdrio se m < 0 e mod my =— |m| mod v, sendo |m| o
valor absoluto de m.

Sido notagdes eqiiivalentes mv, m.v, (m)v; sé6 a conveniéncia
decide de seu emprégo.

Se i ——10; mv sera vector nulo, e reciprocamente, se v # 0.

Se m = — 1, o produto mv indica-se por — Vv : sera o vector
oposto a v. (A—B) e (B—A) sido opostos.

CALCULO SVECTORIAL 3
: 1
Se n %= 0, — = m, escreve-se
n
mv — ___
n

que € o quociente de v por n.
Facilmente se verifica ser
m(nv) = mnv — n(mv).
Como nota¢do de produto entre niimeros reais, escalares, usare-

mos também um ponto: mn ou m.n.

Vectores paralelos sio os que tém a mesma direcio; vectores
complanares os que sdo paralelos a um mesmo plano.

O vector nulo pode ser considerado como paralelo a outro ndo nulo.

: g R - v
Vector unitdrio é o que tem médulo um. Os vectores —— e seu
kS : v
oposto =— $d0 unitarios e paralelos a v.
v

|
|

Versor de um vector v, vers v, ¢ o vector unitario paralelo a v e
de mesmo sentido que v.

4. Adicado de vectores. Dados dois vectores v, e v,, tomemos
um ponto 0 qualquer, 0 4 v, = A, A 4 v, =— B: o vector de
(B—0) diz-se soma de v, e v.. Indica-se por v; 4+ v.. E’ inde-
pendente do ponto 0 e do segmento unitirio escolhido.

Atendendo-se que a soma v, -+ v, € ainda o mesmo vector de
{B—0), pois os pontos 0, 0 4+ v, — A’, A’ 4+ v, e A sdo os
vértices de um paralelogramo,, verifica-se que a adi¢do de dois vectores
goza da propriedade comutativa '

Vi + Vo = v, + v

A A soma, expressa pela diferenca de pontos, toma o aspecto de uma
identidade algébrica em relagdo aos pontos, assim

(B—0) + (0—A) = B—A.

Verificam-se as propriedades distributivas:

m(v; 4+ Vi) = mv, + mv, em relagio aos vectnres
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e (m + n)v = mv 4+ nv em relagio aos escalares.
A soma de n vectores v; (i= 1, 2, s ell);

Vi+ ve4 ..., <+ vp ou ‘"v,
1
sera ainda um vector como se verifica da construcio dos pontos
Pi =Py + v

a partir de um ponto arbitrario P,.

(i=12, ....n)

A propriedade associativa verifica-se imediatamente

p_“l_.q e e Pla —
< i=2v 423 v
1 1 p-+1

para p e q numeros inteiros positivos.

A propriedade comutativa para a adi¢io de n vectores decorre
simplesmente das anteriores.

Subl:ragio de vectores. Deflne -se a dlferencc. de dons vectores
v, e Vs, que se indica por v, — v,, como a soma de v, a0 oposto de vs.

Teorema 1. O mdédulo da soma de dois vectores ¢é igual ou me-
nor que a soma de seus modulos.
Construam se os pontos 0, A = 0 4 Vi, = 0 4 Vi - v
com v, e v, quaisquer. Entre os segmentos teremos a relacio.
| ,.» /
|0B| < |0A| 4 |AB
que se traduz em

B—0] < |A—0] + [B—A|

£ % 2 i
ou (Vi + V. é‘vl +‘v2‘ o g |

Teorema 2. O mddulo da diferenca de dois vectores é igeal ou
maior que a diferenca de seus modulos.

Tomem-se para Viev, quaisquer os pontos 0, A —

=0 + (Vi — V).
No tridngulo 0AB, teremos
|0B| = [0A| — |AB|

0+Vn

CALCULO VECTORIAL 5

- entre os segmentos e, portanto

.

[ b vl = Tl el qrad:

9 5. Expressdes lineares de vectores, — 7Teorema 1. Dados dois
~ vyectores paralelos, um v e outro u, ndo nulo, é possivel_exprimir_-se
" linearmente o primeiro em fungdo do segundo e de uma tnica maneira.

Provemos a existéncia do nimero real x, tal que

Se v é nulo, para u # o, acarreta X = o.

Se u e v nio forem nulos, seus médulos serdo diferentes dg zero
e os vectores unitarios respectivos diferirdio apenas pelo sinal, isto é,

Yy = o e
K 4
Donde
v = = M
il

Assim, o niimero x, quociente de dois nimeros reais ficou determinado.

E, é tinico o nimero X, pois se outro X' pudesse existir, obtido de
qualquer outra maneira, teriamos também

v = x'u

Por diferenga (x —x)u=o0
. que s6 se verifica se R

pois, por hipétese, u # o.

Teorema 2. Dados trés vectores complanares, v qualquer, u e
U, ndo paralelos, é possivel exprimir-se o primeiro em fung¢do linear dos
outros dois e de uma sé maneira. k

De fato, tomado o ponto arbitrario 0, construamos O 4 v = A.

De 0 tiremos a paralela a u, e de A a paralela a u,; cortam-se num
ponto B, pois estio no mesmo plano e ndo sio paralelas.
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Do teorema anterior

B—O:X, ll..
A—B=x,u,
't ey WE LT Ry G )
portanto, V=Xt 4 X u cig. v

E’ tinico 2 par x,, X, de niimeros reais, pois se outro x';, X’» exis-
tisse teriamos

V=X, [l.l + X’ [l.z
0 que acarretaria
(x—x3)u;, + (x—x%)u, = o

Esta dltima indica o paralelismo de u1 ¢ U2 e contraria, portanto, a

hipétese. Sé se verifica se
X3 =X, € X3 = X, Cab Queede
Teorema 3. Dados quatro vectores, v qualquer e u,, Ug, Us

nao complanares, é sempre possivel expnmlr-se linearmente o primeiro
em tungdo dos outros trés e de uma iinica maneira.

Tomemos o ponto 0 qualquer e 0 4 v = A. Por éste iiltimo
tiremos a paralela a _Us, que encontra no ponto B o plano passando por
0 e paralelo a u, e u,.

Pelo teorema anterior
B—0 = x, u, i
€ pelo primeiro
A—B = X3 Il‘s

Portanto, de A — (B—0) + (A—B)

resulta V=X U + X U 4+ X; U C: g+ 7as

RN T A D s i

B
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E’ tnico o terno de niimeros reais X1, X2, Xs. Outro qualquer im-

plicaria em ser também

W — x’, ll, + x,2 Uz ‘f‘ X‘a u3

Por diferenga entre as duas expressdes teriamos i

(G—X) U + (a—X2) Uy + (%s—X3) U — 0

0 que indica a complanaridade dos vectores u,, u,, u, contrariamente 2
hipétese. Esta ultima relagdo s6 se verifica se

Mo = X3 Xs' = X% X —"X's cHigeads

Expressdes cartesianas de vectores. Se u,, u,, u, forem vectores
nao complanares existe uma correspondéncia biunivoca entre um vec-

tor v e 0 terno de numeros reals X1, Xz, Xs. Sdo as coordenadas do

vector v no sistema de base TR TR

Se as coordenadas do vector forem nulas o vector é nulo e recipro-
camente.

A soma de dois vectores

Vi= XU + XoUs + X;uy

€ V, == X'lhx + xvzilz -+ x’s-us
sera i+ Vo= (X + X)u, + (X2 + X2) us + (xs + X’3) u,
como facilmente se demonstra.
Se 0 for um ponto fixo
P—0=xu 4+ X1, oy

indica serem Xi, Xs, Xs, as coordenadas cartesianas do ponto P, no
sistema de base u,, u,, u3 e origem 0.

Trés vectores ndo complanares diz-se formarem um ferno ndo
complanar.
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MULTIPLICACAO DE VECTORES
A. PRODUTO ESCALAR E VECTORIAL.

Consideremos as operagdes em que entram dois vectores.
Distingamos:

a) a multiplicagdao escalar, indicada por v, X Vs, que se 1& “v,
escalar v,”, e

b) a multiplicagdo vectorial, indicada por v, /\ v, que se 1& “v,
vectorial v,”.

6. _Definicoes.

Produto escalar de dois vectores \;,, —\;2, ¢ o namero real, igual ao
produto do médulo do primeiro vector pelo médulo do segundo e pelo
coseno do angulo por éles formado (*).

Produto vectorial de dois vectores, v, A Vs, ¢ um vector: de dire-

¢do normal a v, e vo; de sentido tal que o terno v, v € v; /\ V2 seja
orientado positivamente (**); e, de modulo igual ao produto dos mo-
dulos dos vectores multiplicado pelo seno do angulo por ¢&les formado:

A s gl

Nota: - O sentido do produto vectorial fica dependendo da orientagdo
do espaco.

%l . sen (5 %)

(*) — Angulo de dois vectores a e b é o angulo, no intervalo fechado (0, 7),
das semi-retas de mesma direcdo e sentido de a eb: (0< (a, b) < a,

(**) — A orientacio de um terno v; (i=—1,2,3), de vectores nio complanares
é dada pelo triedro das semi-retas, de mesma origem, paralelas e de mesma
orientagiio que os vectores considerados. A orientacio do triedro, para nos,
serd positiva ou dextrégira, quando as trés semi-retas, néio pertencentes,
ao mesmo plano, se colocarem respectivamente como o polegar, o. indicador
e 0 médio da mao direita espalmada e o médio fora do seu plano. Mnemo-
nicamente: v, (polegar); v, (indicador), v, (médio).
A permutacgdo ciclica das semi-retas mantém a orientacio do triedro.
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Posicées particulares.

Ortogonalidade: v, X va==0 s6 se verifica quando um dos vec-
tores for nulo ou, quando ndo nulos, forem ortogonais.

Paralelismo: v, /\ va = 0 indica o paralelismo dos vectores, i. e.,
V, —_— ng.

7. Terno fundamental. O terno triortogonal i, j, k de vectores
unitdrios orientado positivamente, denomina-se fundamental.

Verificam-se as relagdes:

para o produto escalar,

FXI=kX|=1Xk=0

e para o produto vectorial,
TNT=fFAT=kAK=0
TAT =% TP R oy PN

TANI==%" "kAj=—15 < iAk=—3

Observe-se que para uma mesma ordem ciclica dos vectores o sinal
se conserva. :
8. Comutatividade.
A multiplicagio escalar é comutativa. Assim,
Vi X Va2 = |vi. [va]. cos (vi, V2) =
= ];,| : |\7,[ . 08 (Vo Vi) = V3 X Vi c.q.d.
A multiplicagio vectorial é anticomutativa.

De fato, v, A Vs eV, A v, sdo vectores do mesmo médulo e mes-
ma direcdo. Diferem apenas pelo sentido: sdo opostos. Portanto,

V;/\V3=—V,/\V;.

%
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9. Associatividade em relacio a um escalar.

Os produtos escalar e vectorial gozam da propriedade associativa
em relacdo a um escalar:

1) Vi X mv, = mv, X V.

De fato, da igualdade dos angulos (Vs mv,) e (mvy, v2) para
m Z 0 e da definicdo de produto escalar decorre

v, X mv, = V| . [mv| . cos (v, my;) =
= [va| . [m| . [vg] . cos (vi, mvs) =
= ImV,] f |72| . cos (mvy, Vo) = mv, X Ve c.q.d.
2) ﬁ/\mﬁ:mv?/\v,.
De fato, considerando que para m 2 0:

a) os vetores v,, mv,, mv, e v, sio complanares;

b) os ternos

—

vy mv, v, A\ mv,
e mv, Va mvy; A v,
tém a mesma orientagio:

¢) os angulos (v, mv,) e (mv,, \7,) $d0 iguais, e portanto
Va A mVa| = [Vi]. |mVa. sen (v, mvy) =
= |va]. |m|. [Va|. sen (vy, mvy) —

= [mvi|. [va]. sen (mvi, v2) = |mv A V|,

concluimos que o produto vectorial v, /\ mv; tem mesma dire¢do, mes-
mo sentido e mesmo modulo que mv, A v,. c.q.d.
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se aciclico. Consideremos néle outra linha C,, concéntrica de C,; sejaanP..
e Q, respectivamente os tracos sobre a, de C, e C; 5 Tomemos so( re
C, os pontos vizinhos P, e P, separados por P, e sobre C;, Q, e Q,,
separados por Q,, de maneira que os segmentos P, Q, e P. Q. sejam
paralelos.

Consideremos o contdrno simples, fechado, constituldo pleas duas
circunferéncias e por &sses dois segmentos vizinhos. Sobre Eles faga-
mos passar um diafragma. Pelo teorema de Stokes _sera‘nula a circui-
tacdo ao longo déle. Sendo de sinais contrarios e iguais as integrais
sobre os dois segmentos, resta

Py Q,
v X dP — v X dP =0
P Q

1 1

ou
f(P,) — f(P,) = f(Q.) — f(Q)

Assim a diferenca de valores da fungdo para dpis pontos, vizinhos
de.um e de outro lado do plano a ¢é constante (seja ).

Admitamos, agora, que os pontos do semicirculo de plano o rece-
bam o indice 1 ou o indice 2 conforme sejam considerados como per-
tencentes a um dos dois semiespacos determinados por a . O racioci-
nio anterior é ainda valido e a fungdo ¢ multivalente se @ # 0. De fatq.
a m voltas no mesmo sentido sobre C, corresponderd no ponto P; a
determinacao

f(P;) = f(Py) + mao

FINIS
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