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ADVERTENCIA

Com éste volume iniciamos a publicagédo dos livros de mate-
mética destinados aos alunos do curso secundario - 2.2 ciclo.

Neste livro, para a primeira série, seguimos tanto quanto pos-
sivel o programa oficial, fazendo somente os acréscimos e modifi-
cagoes que reputamos absolutamente indispensaveis a seqiiéncia
légica dos argumentos expostos,

O trabalho apresenta-se distribuido da seguinte forma:

UNIDADES I e II — Fernando Furquim de Almeida.
UNIDADES III e IV — Joao Batista Castanho.
UNIDADE V — Edison Farah.

UNIDADES VI e VII — Benedito Castrucci .

Os Autores
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AS OPERAGOES ARITMETICAS




V

NUMEROS NATURAIS

§ I.E e AdICéO subtracéo, mUItI Iica éO, diVI.SéO,
S b ’ 5
potenciagéo e radiciagéo.

1. Um conjunto nao se define. Basta, para uma construcio
l6gica da Ari‘mética. a nocao intuitiva que déle formamos. Quando
dizemos, por exemplo, um conjunto de casas ou um conjunto de
cadeiras, sabemos perfeitamente o que isso significa, o que é sufi-
ciente para nosso estudo. No entanto, é bom observar que a nocao
de conjunto exige s6 a pluralidade de objetos, ndo importando ab-
solutamente que ésses objetos sejam ou ndo da mesma espécie,
como poderia parecer pelos exemplos dados,

Afim de simplificar a exposi¢do sempre indicaremos um con-
junto com letras maitsculas e, com letras min(sculas, um objeto
qualquer que déle faca parte, o qual chamaremos de elemento do
conjunto.

2. Tomemos dois conjuntos A e B, e marquemos um ele-
mento de-A e um elemento de B com um sinal qualquer. Dire-
mos que ésses dois elementos sdo correspondentes. = Dentre os ele.
mentos de A e B que nio estio marcados, marquemos outros dois,
sendo um de A e outro de B » € prossigamos nessa operacao, mar-
cando sucessivamente um elemento de A e outro de B, enquanto
houver elementos nio marcados nos dois conjuntos. Evidente-
mente, tendo ccmegado por marcar um elemento de A, néo podere-
mOs prosseguir na operacdo desde que B tenha todos os seus
elementos marcados, pois consideramos como uma operacao fnica
a marcacao de dois elementos sendo um em cada conjunto, e come-
§amos sempre por marcar um elemenio de A . Quando essa ope-
ragdo nao for ma's possivel dizemos que se estabeleceu entre A
e B uma correspondéncia, e se a e b sdo elementos marcados num
dos passos da operagao, diremos que éles sio correspondentes; a se
diz correspondente de b e b correspondente de a.
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Estabelecida a correspondéncia entre A e B pode acontecer
que os dois conjuntos ndo contenham senao elementos marcados.

Neste caso a correspondéncia tem as seguintes propriedades:

1) a elementos distintos de A correspondem elementos dis-
tintos de B;

2) cada elemento de A tem um elemento correspondente em
B e cada elemento de B tem um correspondente em A .

D’remos entdo que os dois conjuntos estdo em correspondéncia
biunivoca ou que sio equivalentes,

Suponhamos, por exemplo, um conjunto de mesas € um con-
junto de cadeiras. Se pudermos colocar uma e uma sé cadeira
em cada mesa de modo que ndo fique nenhuma mesa sem cadeira
e nenhuma cadeira sem mesa. o conjunto de mesas é equivalente
ao conjunto de cadeiras e a correspondéncia entre os dois con-
juntos é biunivoca,

Essa nocdo de equivaléncia é de grande importancia e possue
as tres seguintes propriedades importantes:

1) Se o conjunto A é equivalente ao conjunto B, e se o
conjunto B é equivalente ao conjunto C , o conjunto A é equivalente
a0 conjunto C

Com efeito, sendo A equivalente ao conjunto B, a cada elemen-
fo a de A corresponde um tnico elemento b de B, e, sendo B equi-
valente ao conjunto C . ao elemento b correspondera um Gnico ele-
mento cude C. Portanto, ao elemento a de A corresponde um
inico elemento ¢ de C . Inversamente, ao elemento c de C cor-
responde, em B, um (Gnico elemento, que é, precisamente, b, e a
este, correspendera, em A o fnico elemento a .

Existe, pois, uma correspondéncia biunivoca entre os elementos
dos conjuntos A e C, isto é. estes conjuntos sao equivalentes.

A propriedade enunciada é a chamada propriedade transitiva
da equivaléncia de conjuntos.

2) Em um conjunto A podemos fazer corresponder a cada
elemento éle préprio marcando, por exemplo, duas vezes cada
objeto de A. O conjunto A pode dessa forma, ser posto em corres-
jetode A. O conjunto A pode dessa forma, ser posto em corres-
pondéncia biunivoca consigo mesmo, isto é, o conjunto A é equi-
valente a si mesmo.

Esta nova propriedade se exprime dizendo que a equivaléncia
de conjuntos é refiexiva.

MATEMATICA 19

3) Propriedade simétrica, — Se o conjunto A & equivalente
ao conjunto B, B é equivalente a A. Esta propriedade é uma
consequéncia imediata da def'nicao de conjuntos equivalentes.

estender ésse conceito a um Gnico objeto, dizendo que um dnico
objeto forma tambem um conjunto, que chamaremos de conjunto
unitario. E uma convencao, mas. uma cenvencao Gtil, que simpli-
ficara extraordinariamente a definicdo de nGimero.

Aplicando aos conjuntos unitarios a nocao de equivaléncia.
vemos que dois conjuntos unitérics sdo equivalentes e que se um
conjunto unitirio A é equivalente ao conjunto unitdrio B e se
éste por sua vez for equivalente ao conjunto C. A e C como con-
juntos unitérios, sdo equivalentes. Assim sendo, ad tratarmos de
conjuntes equivalentes nio faremos distincdo entre conjuntos unita-
rios ou ndo unitarios,

3. Dado um conjunto A, consideremos todos os conjuntos
equivalentes a A. Todos ésses conjunios e o conjunto A tém
alguma cousa em cemum, que chamamos de nimero cardial, e da
uma idéia da quant'dade de objetos contidos em cada conjunto. In-
dicaremos os nimeros cardiais tambem por letras mindsculas, e
sempre que possa haver davida, se uma letra mintscula representa
um nimero ou um elemento de um conjunto, d remos explicitamente
0 nimero a ou o elemento a .

Cada conjunto tem assim um nimero bem definido que a éle
correspende.  Reciprocamente. dado um nimero a podemos a éle
fazer corresponder um qualquer dos conjuntos que servem para
defini-lo. Donde, a cada cenjunto corresponde um nlmero, e a
cada nGmero podemos fazer corresponder um conjunto (1),

correspondentes a a e b respectivamente. D’remos que a e b sao
iguais ou que Tépresentam o mesmo niimero, se A for equivalente
aB. Indicaremos, abreviadamente, a igualdade dos dois nameros
a e b da seguinte forma:

(1) Notese que esta correspondéncia ndio & biunivoca, pois, se bem que a cads
conjunto corresporda um nimero, a conjuntos deferentes pode corresponder 0 mesmo nimero,
bastando para isso que éles sejam equivalentes,
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ar=xrb

A igualdade de numeros goza das seguintes propriedades:

1) Reflexiva: — a. Se A é o conjunto correspondente
de a, como a equivaléncia goza da propriedade reflexiva, A sera
equivalente a si proprio. A conjuntos equivalentes correspondendo
sempre o mesmo nimero, a = a.

2) Simétrica: Sea = b, b — a. Essa propriedade segue-

se imediatamente da definicao de correspondéncia, pois, quando estu-

damos a correspondéncia entre dois conjuntos vimos que a cada
elemento de um deles corresponde um e um sé elemento do outro,
e reciprocamente. E essa reciprocidade que estabelece a simetria
da igualdade,

3) Transitiva: Sea=beb=c,a=c. A transitividade
da igualdade é uma consequéncia da transitividade da equivaléncia
dos conjuntos, como facilmente se verifica.

5. Examinamos., no n.° 2, o caso da correspondéncia biunivoca
entre dois conjuntos, mas, voltando as consideracoes iniciais do es-
tudo de uma correspondéncia, vemos que pode muito bem acontecer
que uma correspondéncia entre dois conjuntos A e B ndo seja biuni-
voca, isto é, pode acontecer que, estabelecida uma correspondéncia
entre os dois conjuntos, exista em um déles elementos nao marcados.

Para fixar bem as idéias, suponhamos que todos os elementos

de A estejam marcados, mas que existam em B elementos nao
marcados. Os elementos marcados de B formardo tambem um
conjunto C que é uma parte do conjunto B, e recordando a defi-
nicao de equivaléncia entre conjuntos, vemos que A é equivalente
ao conjunto C, isto é, A é equivalente a uma parte de B. Nesse
caso. existem em B, mais elementos do que em A, o que exprimi-
remos dizendo que o nimero de elementos de B € maior que o nimero

‘de elementos de A ou entdo que o nimero de elementos de A é

menor que o nimero de elementos de B. Se a é o namero de ele-
mentos de A, e bo de B, a > b indica abreviadamente que a

é maior do que b e a < b que a é menor do que b,

As relacoes:

f8:> b ou a:< b

chamam-se desigualdades e gozam das seguintes propriedades:

i l‘)A Assimétrica: se a > b, b < a. Essa propriedade
segue-se imediatamente a definicao.

:
!
{

“
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2) Transitiva: se a < b:e. bi>:c, ~entao +&av<i e
Sejam A , B e C trés conjuntos correspondentes respectivamente aos
ntmeros a. b e c. De acordo com as hipdteses, A é equivalente a

-uma parte B, de B e B, é equivalente a uma parte C, de C, portanto,

pela propriedade transitiva da equivaléncia, A é equivalente a C,,
que é parte de C, o que, de acérdo com a definicdo dada, significa
que a < C.

Esta propriedade vale tambem para a relacdo >, pois, de
acérdo com a primeira propriedade podemos escrever, desde que
valha a segunda propriedade: se a>b e b>c,a > c.

E tambem facil verificar que a 2.2 propriedade pode tambem
ser enunciada do seguinte modo: se a >b e b>=c, a>c,
ouaindase a<b e b<c, a<c, indicando o simbolo
< menor ou igual e o simbolo > maior ou igual.

Introduzidas as nocoes de igualdade e desigualdade é facil ve-
rificar que “se a e b sdo dois nimeros, ou a > b, oua = b, ou
go<ch”

/

I. ADICAO

Dados dois conjuntos A e B, sem elementos comuns, formemos
o conjunto C dos objetos contidos em A e B, isto é, aos elementos
do conjunto A, juntemos os elementos do conjunto B de modo
a formar um s6 conjunto C. Se a e b sdo respectivamente os né-
meros correspondentes aos conjuntos A e B, e s o nimerq corres-
pondente a C, dizemos que ¢ é a soma dos nimeros a e b, o que
representamos abreviadamente por

af-keb = cx

Os nimeros a e b chamam-se parcelas e o nimero ¢ soma. Ao
conjunto C, chamamos conjunto soma, e a operacdo mediante a qual
obtemos a soma c, adicgao,

Da definicdo de adicdo seguem-se imediatamente as seguintes
propriedades:

1) A soma c é Gnica, isto é, a adicdo nao da nameros dife-
rentes como soma de dois némeros dados. (?

(2)  Quando for necessirio colocaremos a -- b entre parénteses para indicar a soma

;dos nimeros a ¢ b,




|
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Desta propriedade e da nocéo de conjunto decorre facilmente
quese a=b, a4+ c=Db + ¢, e tambem, se e
c=d, a4+ c=Db+4d. >

2) Formemos o conjunto C juntando os elementos de B aos
elementos de A. E’ claro que se tivessemos juntado os elementos
de A aos elementos de B, teriamos obtido o mesmo ccnjunto C.
Ora, se no primeiro caso dizemos que ¢ é a soma a -+ b, vemos,
no segundo, que a soma b + a é tambem c¢. Dai a propriedade
da adigao:

a+b=D>b+4 a

que chamamos de propriedade comutativa.

3) Tomemos os nimeros a, b e c e sejam A, B, C os con-
juntos correspondentes. Formemos a scma (a + b) e a ela adi-
cionemos ¢. Teremos como resultado a soma:

‘(a+b) +c,

cbtida juntando os elementos do conjunto com os elementos do con-
junto soma de A e B. Ora, se juntassemos os elementos de A
aos elementos do ccnjunto soma de B e C, obteriamos o mesmo
conjunto, mas devido & maneira de se efetuar a adicéo, teriamos
obtido a soma:

a + (b + c)

a qual tendo como cenjunto correspondente ao mesmo conjunto que
corresponde ao nimero (a 4 b) -+ c, seré igual a esta soma, isto é,

a+ (b+4c)=(a+Db)+c. (1)

A propriedade da adicao expressa por (1) é chamada proprie-
dade associativa, e exprime que a scma dos nimeros a, b e ¢ &

independente da ordem em que a efetuamos, e por essa razao sempre

que ndo houver perigo de divida, a indicaremos sem 0s parénteses.

A propriedade associativa estende-se sem dif culdade a um nG-
mero qualquer de parcelas, o que poderé ser verificado como exer-
cicio.

A essas propriedades ja estudadas, podemos acrescentar as se-
guintes que envolvem desigualdades:

4) Uma soma é maior do que qualquer parcela. Sejam a,
b e c os trés nimeros cujos conjuntos sdo respectivamente A, Be C
A soma a -+ b -+ ¢ corresponde o conjunto scma de A, B e C que,
sendo obtido pela reunido dos elementos de dois conjuntos a um

-,

-t
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terceiro, contem evidentemente mais objetos do que qualquer deles,
pois cada um deles é parte do conjunto soma. Portanto,

a+b+4+c > a.

5) Se a > b, aéasomadeb e de um outro nlmero c.
De fato, se a > b ese A e B sdo os conjuntos correspondentes
de a e b, B estad em correspondéncia biunivoca com uma parte de
A. Ora, tomemos os elementos de A que nao tém correspondentes
em B. REsses elementos formam um conjunto C ao qual corres-
ponde um nimero c¢. Juntando a B o conjunto C obteremos o
préprio conjunto A . donde

a=Dbt.c:

6) Se a>b e céum terceiro nimero qualquer, a 4 ¢ >
>b+c. Como a > b, existe, de acordo com a propriedade 5
um nimero d tal que

dv==tb - Fa d

e entdo, pela propriedade 1, somando ¢ a ambos os membros dessa
igualdade, vem
a+c=(b+d) +c
e aplicando as propriedades comutativa e associativa,
at+c=(b+c)+d
donde. pela propriedade 4
a+c¢c>b-dc
como queriamos demonstrar,

Com o auxilio dessas propriedades poderemos demonstrar
todas as propriedades da adicao. Afim de dar uma idéia de como
se deve proceder demonstraremos as duas seguintes:

Se a4+ c<b-+c, a< b. De fato, se ndo fosse
a< b, teriamos a > b ou a = b, e, de acérdo com as pro-
priedades 2 e 6 teriamos nesses casos, ou a 4+ ¢ > b 4 ¢ ou
a 4+ ¢ =Db -+ c, ao contrario da hipétese.

Sea>bec>d,at+c >b-+4+d.. De a > b temos,
de acérdo com a 6.2 propriedade, a +~¢c >b 4+ ¢ ede c>d,

b+ ¢ > b+ d, donde pela propriedade tvansitiva das desigual-
dades

a+c>b4d,
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Como dissemos, ‘as bases dos sistemas de numeracdo sdo dadas
em geral no sistema decimal. Entao, para passar de um sistema
de base a para o sistema de base a’, é suficiente passar a’ para a
base a e depois com o processo das divisdes sucessivas efetuadas na
base a, como explicamos no inicio déste capitulo, passar o namero
para a base a’. \

EXEMPLO: Passar o nimero 45 a 3 8 para a base 7. \

(12)

i
|

Como 7 na base doze é éle préprio, teremos .,: UNIDADE |1
f
5a3B8G) | 7 !
41
7823 7
4a 7 _—
48 — 1120 7
08 7 =it .
13 7 o i 67 W
12 _— 62 | 17— : %
12 Sa ! 36 17 B t)l" -
18 12 36 e S ISIBILIDADE NUMERICA
17 L 40 36 Lo 6 |
03 36 _— 0 !
6 L
donde temos '
45 a 3 B = 600634 ,‘
(12) (1)




DIVISIBILIDADE

§ 1° — Teoremas gerais sobre divisibilidade

1. Quando estudamos a divisdo definimos multiplos e divi-
sores de um naimero. Entretanto, como nesta unidade vamos es-
tudar as suas propriedades, é conveniente recordar as definicdes.

Um nGmero a chama-se maltiplo de um namero b, quando
existe um nimero q tal que

ai="Db:q (1)

e quando a é multiplo de b, diremos tambem que b é um divisor
de a.

As préprias definicoes deixam claro que se a é miltiplo de b,
éle é tambem miltiplo de g ou que g é tambem um divisor de a,
de modo que as nogoes de miltiplo e divisor se correspondem, sendo
0s teoremas demonstrados para os divisores, depois de feitas conve-
nientes modificacoes, validos tambem para os mltiplos.

Demonstraremos os teoremas relativos aos divisores e nos li-
mitaremos a enunciar os correspondentes aos multiplos, constituindo
otimo exercicio as suas demonstracdes, que serdo conseguidas repe-
tindo as que forem dadas com as modificagdes necessérias para que
sejam validas para os miltiplos.

Teorema 1 — Todo nimero divisivel pelo produto de dois
outros é tambem divisivel por cada um deles.

Sejam a e b dois nimeros e m um nimero qualquer divisivel
pelo produto a b. Ora, m sendo divisivel por a.b., existirA um
nimero q tal que

T m'='(a:. b)) q (2)
. e, pela propriedade associativa da multiplicacao,

m = a.(b.q)
O que, por definicdo, significa que m é divisivel por a.
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Com o auxilio das propriedades comutativa e associativa da
multiplicacdo, viria tambem de (2)

y e —='bi(avq)
isto é, m é divisivel por b.

O teorema relativo aos miltiplos pode ser enunciado do se-
guinte modo: Todo multiplo do produto de dois nimeros é tam-
bem multiplo de cada um deles.

Esses teoremas se estendem aos produtos com um niimero qual-
quer de fatores e as demonstracoes se fazem de modo semelhante.

Teorema 2 — Todo nimero que divide um divisor de um ni-
mero, divide tambem ésse nimero.

Suponhamos que o nimero a seja divisivel pelo nimero b e
que b seja divisivel por um terceiro nimero ¢. Devemos demons-
trar que a é divisivel por c. Por definicao,

a=>b.q e Da=>cidas

Substituindo na primeira igualdade b pelo valor dado pela se- -

gunda, temos
a = (c.q2).q

que, pela propriedade associativa da multiplicacao, pode ser escrita
a = c.(q1.92)

isto é, a é divisivel pbr (ol

Correspondentemente, temos o seguinte teorema para os mul-
tiplos: Todo multiplo de um multiplo de um néimero é tambem
multiplo désse ntimero.

Teorema 3 — Se os membros de uma igualdade forem ambos
divisiveis por um nGmero diferente de zero, dividindo-os por ésse
nimero obtem-se uma igualdade entre os quocientes.

Se os membros ¢ e d da igualdade
e
forem divisiveis por b £ 0, podemos por definicao escrever

c = b.qy e d = b.q.
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e,como ¢ = d. vira
b.q; =.b.q.
Subtraindo bg. de ambos os membros, teremos
- bgq; — bg: = 0
ou seja

b(q1 —q:) =0
i de onde, como b =< 0,
9 —q =0
e, adicionando q. a ambos os membros, vem

qdi ' —"92.
Com relagéo aos multiplos, o teorema seria o seguinte: Pode-
mos multiplicar os dois termos de uma igualdade por um mesmo

, nimero, que ela se mantem para ésses mdltiplos, teorema ésse ja
demonstrado quando estudamos a multiplicacéo.

! 2. Um nimero é divisor comum de vérios outros, quando é

. divisor de cada um deles, e analogamente, um néimero é multiplo
comum de varios outros, quando é miltiplo de cada um deles.

Os divisores e multiplos comuns de vérios niimeros gozam de

propriedades importantes das quais uma delas é dada pelo seguinte
teorema:

Teorema 4 — Um divisor comum de dois nGmeros é tambem
divisor da soma e da diferenca désses niimeros.

De fato, seja ¢ divisor comum dos nGimeros a e b. Por de-
finicao temos

a=-c.q e b=c.q (3)

Adicionando membro a membro essas igualdades, vira

a+b=c.q+ cq

e, supondo a = b, vira subtraindo a segunda da primeira das
igualdades (3)

a—b=c.qy —c.q:
ou seja

a-+b=c.(q + q)

w3
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a—b=-c.(q1 — q:).

Estas duas igualdades mostram que a +~ b e a — b sao
divisiveis por c.
Analogamente, poderiamos dizer que: Um maultiplo comum
de dois nimeros é tambem multiplo de sua soma e de sua diferenca.
Esses teoremas, como veremos, terao grande aplicagcdo em se-
guida.

§ 2. — Caracteres de divisibilidade

1. Uma questao que se apresenta frequentemente na Arit-
mética pratica é a verificacao da possibilidade de um nimero dado
a ser divisivel por um outro namero b. Nao se pode resolver essa
questao de um modo geral a nao ser efetuando a divisdao. Mas,
podemos indicar algumas regras simples que permitirdao reconhecer
se um nimero é ou nao divisivel pelos primeiros nimeros da série
natural. Essas regras tomam o nome de caracteres de divisibili-
dade e simplificam bastante inimeras questoes.

Antes de passarmos a expor os caracteres de divisibilidade,
observemos que poderiamos obter caracteres para qualquer nimero,
mas a sua pouca utilidade e desvantagem de se multiplicar regras
sem valor pratico, nos aconselha a restringi-los, como é costume,
apenas aos numeros, 2. 3, 5, e 11. No entanto, o método que
vamos obté-los é geral, e como exercicio poderao os leitores deter-
minar os caracteres relativos a outros nimeros. Importa, porém,
observar que éles nao sao praticos a nao ser para nimeros muito
grandes, donde a necessidade de se efetuar de fato a divisao.

Tomemos um nimero N. Vimos no estudo dos sistemas de
numeracao, que podemos escrever ésse nimero da seguinte forma:

N =r10.10° + ;.10 4+ ... + ra_1.10 + 1,.

O nimero 10 é divisivel por 2, porque 10 — 2.5. Logo, se
o nimero N for divisivel por 2, o nimero

fn =N — (1r0.10" 4 ;.10 4 ... 4 r,1.10)
que tambem se pode escrever

In — N — 10.(1'".10““1 + r|.10"_." + .o + ruﬁl)

devera tambem ser divisivel por 2. Reciprocamente, se r, for di-
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visivel por 2, como 10 é divisivel por 2, o nimero N como soma
de parcelas divisiveis por 2 tambem sera divisivel por 2.

De onde, um nimero N sera divisivel por 2, se o algarismo
das unidades for divisivel por 2, ou, em outras palavras, se o ni-
mero for par.

Divisibilidade por 3 — Seja:

N =r1.10" 4+ .10 4+ ... 4+ 1,3.10 4 1,
o nimero dado. Dividindo 10 por 3, teremos
10 = 3.3 4+ 1

de onde tiramos
102 = 10.3.3 4+ 10
ou .
105 ="30E3" =373~ 1
ou seja,
102" —="+33.373- 1"

Vemos que o resto da divisao por 3 dos nimeros 10 e 10° é 1.
Generalizando, vamos mostrar que o resto da divisao por 3 de qual-
quer poténcia de 10 também é 1. De fato, suponhamos que o
resto da divisdao de 10"—! por 3 seja 1, isto é, que

TR =l Bl e
Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por 10 . vira
10" — 10.q3 4 10
[} due podemos escrever
10" = (10.q + 3).3 + 1.

Essa igualdade mostra que o resto da divisao de 10" por 3 é 1.

Assim sendo, se o resto da divisao de uma poténcia de 10 for
igual a 1, segue-se - pelo que acabamos de demonstrar -- que o resto
da divisao por 3 da poténcia seguinte de 10 é também 1. Ora,
como ja vimos que o resto da divisdo de 10 e 10 por 3 é 1, segue-se
que o resto da divisao por 3 de uma qualquer poténcia de 10 é
tambem 1.

Isto posto, seja o nGimero

N=r1.10" 4+ 1.1 4+ ... 4+ 1r,1.10 4+ 1,




72 MATEMATICA 1

donde, aplicando as expressoes acima, tiramos
N=3.(rcq+naq1+ ... +10_1.341,) + (ro+r+ ... +r13)
ou

To+ T+ ... 0 =N—3(req + Q1 + ... 4 Tn—1.3 + ).

O segundo termo do segundo membro dessa igualdade é divi-
sivel por 3, de forma que se o nimero N for divisivel por 3,
fo + Iy ... -+ 1, como diferenca de dois nimeros divisiveis por 3
sera tambem divisivel por 3. Invertendo o raciocinio vemos que
se Tgp 4+ r; + ... 1, for divisivel por 3 o nimero N como soma
de dois nimeros divisiveis por 3 tambem o seré.

Ora, 1o 411 4 ... 1, éasoma dos algarismos do nimero N ,
donde a regra —“Um naimero N sera divisivel por 3 se a soma dos
seus algarismos tambem o for”.

Esse critério pode ser estendido a divisdo por 9 da seguinte
maneira: “um ndmero N sera divisivel por 9 se a soma dos seus
algarismos tambem o for”:

Divisibilidade por 5 — Como 10 e todas as suas poténcias
sao divisiveis por 5, verifica-se facilmente como no caso da divi-
sibilidade por 2 que um nimero N sera divisivel por 5 se o alga-
rismo das unidades for divisivel por 5, isto &, se o nimero ter-
minar por 0 ou 5.

Divisibilidade por 11 — O nimero 10 pode ser escrito da
forma

10 = 1I'— 1.

Do mesmo modo, multiplicando ambos os membros dessa igual-
dade por 10, vira

102 = 11.10 — (11 — 1)
isto é
102 = 1100211 + 1

ou
1051 1590571

Multiplicando ambos os membros dessa nova igualdade por
10, vira
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102 = 11.90 4 10 = 11.90 + 11 — 1
O que dara

102 = 11.91 — 1.

Esses trés exemplos sdo suficientes para nos mostrar que quan-
do o expoente de uma poténcia de 10 for um nimero impar, 2

N i
podemos escrevé-la da seguinte forma

105+ — 11.q, — 1

€, quando um ndmero par, 2, .

102 —'11.q. 4 1.
Ora, quando n é par, (—1)" = (— 1)™ — 4 1, e quando
impar, 2" 1 2™ (—1)® = (—1)2%+1 — __ 1 , de onde podemos

dizer em geral que

10° = 11.q + (1)".

Verificamos essa expressdao quando n =1, 2, e 3, por-
tanto, teremos demonstrado em geral, caso demonstremos que sendo
verificada para uma poténcia de 10, ela tambem sera valida para
a poténcia seguinte. Essa demonstracao é facil de ser feita, bas-
tando para isso multiplicar a expressio 10® por 10, o que da

10" =11 . q 4 (—1)~.
e, como 10 = 11 — 1, vem
. 10! = 11.10.q + (—1) (11-1)
donde
10°+! = 11 [10.q 4 (—1)"] + (—1)»1
€, chamando [10.q 4 (—1)"] de q, vem
10"+ = 11.q 4 (—1)"H

€omo queriamos demonstrar.

Seja agora o nimero:

N=r1.10" 4+ r,.10°-1 + ... 4+ 1, ;.10 +. 1, (1)

Como10 =11 —1, 102=11.9+41,...,10" = 11.q +
=+ (—1)", vira, substituindo essas poténcias de 10 em (1)
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Para construi-lo basta retirar da série natural dos niimeros os
miltiplos de 2, 3,5 e 7 pois 11 < 100 < 112.

Estudada a decomposi¢ao de um nimero em seus fatores pri-
mos, torna-se facil a determinacdo dos divisores de um nGmero.
De fato, seja N ésse niimero e

s ay

ay 2
N= P15 OPe" el S Py

a sua decomposicao em fatores primos. Fazendo todos os produtos
possiveis dos fatores primos e déstes elevados a um expoente menor
ou igual ao expoente com que aparecem na decomposicao de N ' UNIDADE IlI
obteremos evidentemente todos os seus divisores, pois, um divisor
qualquer de N deve somente conter fatores primos que sdo contidos
em N com expoentes menores ou iguais aos que aparecem em N .

Um método pratico para a determinacao de todos os divisores p
de um nGmero N é por exemplo o seguinte. Seja o namero
156 =:2%-3-13:.

Escrevemos numa linha os nimeros

1% 2 23
e os multiplicamos por 1 e 3. Vira
ek e (000 LRt R 7 B AR ek Ve L B

OS NUMEROS RACIONAIS

Os nGmeros dessa linha multiplicamos por 1 e 13, donde i 2
12139, 7.2%,°2.8 /28,3 113 2618..1.2, 3.13%,. 228 13 ' )
ou seja /
F e NG o R 18 200 52 T 85 R 150 b I

que sdo todos os divisores de 156.

A decomposicdo de um niimero em seus fatores primos, facilita
tambem a determinacdo do maximo divisor comum de dois nimeros
e do minimo multiplo comum.

Se a e b sao os dois niimeros dados, o maximo divisor comum
devera evidentemente conter os fatores primos comuns a a e b,
elevados a um expoente tal que a poténcia de cada um dos fatores
primos seja um divisor comum de a e b, o que quer dizer que O ex-
poente de cada fator primo é o menor expoente com que éle aparece
na decomposicao de a ou de b.

Da mesma forma, o minimo multiplo comum de dois nimeros
devera conter os fatores primos comuns a a e b elevados ao maior
expoente com que aparece na decomposicao de um deles.

Essas afirmacoes sao de facil verificagao, o que deixamos aos
leitores.

S b
S

i N

1
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NUMEROS RACIONAIS

§ 1.° — Numeros racionais absolutos. Operagoes.

I. CONCEITO

Chama-se nGmero racional absoluto a todo par ordenado de
nlimeros inteiros absolutos, "’ com o segundo diferente de zero.

O primeiro nimero do par chama-se numerador e o segundo,
denominador. O denominador é sempre diferente de zero.

Se o numerador ndo for multiplo do denominador o nimero
racional chama-se fracionéario, ou fracao ordinaria ou simplesmente
fracdo. No caso contrario, isto é, quando o numerador é multiplo
do denominador, o nimero dado chama-se racional inteiro, deno-
minacdo que, conforme veremos mais tarde, é plenamente justifi-
cada. :

a
Representa-se um nGmero racional (2) pela notacao % que

se 18: a sobre b, na qual a é o numerador e b o denominador. Por
comodidade tipografica costuma-se usar tambem a notacao a/b.

II. IGUALDADE

Dois nGmeros racionais sao iguais quando sao iguais os pro-
dutos do numerador de cada um pelo denominador do outro.

- -~ - - ” a c
Assim serao iguais os numeros i e o se a.d = b.c.

(1) Damos o nome de nimeros inteiros absolutos ao zero e aos nGmeros naturais.
(2) Sempre que nos referirmos a nGmeros racionais ou a nGmeros inteiros deve
subentender-se o qualificativo “absolutos’’.
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porque 3.8 = 4.6.

3 6
Sao iguais os nimeros T e —

Dados dois niimeros racionais iguais, se os denominadores fo-
rem iguais, serao tambem iguais os numeradores e, nversamente, se
forem iguais os numeradores, serdo tambem iguais os denominadores.

C

a
Realmente, se -;— = 7 e b = d, da igualdade a.d = b.c

resulta a — c;esea = c, de a.d = b.c, resulta b = d.

A denicdo de igualdade, que acabamos de dar, goza das seguin-
tes propriedades:

a a
I) reflexiva: — = —.

II)

simétrica: se — =— = —

IIT) transitiva:

As duas primeiras sdo imediatas, com a aplicacdo das proprie-

dades de igual nome, relativas a igualdade de nGiimeros naturais.
e das propriedades relativas ao niimero zero.

Demonstremos a propriedade transitiva.

A a o c m;
Com efeito, d¢ — = — e — = — tiramos, por
b d d n
S definigao, respectivamente: ad — bc e cn — md e, aplicando

a propriedade uniforme da multiplicacdo de nimeros naturais,
aden = cbmd, de onde, suprimindo os fatores comuns a ambos
os membros ), obtemos an = mb, o que demonstra, precisa-

a m
mente, a igualdade dos nimeros — e —,

a n

(3) Se a = o, vé-se imediatamente que’ c-="gief m .= ‘O
— mb — o.

E, pois, an

PR 1
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Teorema 1 — Um namero racional é igual ao nimero racional

que se obtem multiplicando numerador e denominador por um mes-
mo nimero natural.

a
Realmente, sendo F um numero racional e m um néGmero

; am a
natural, dizer que =
bm

significa dizer que abm = amb,

e esta igualdade é verdadeira, pela propriedade comutativa da mul-
tiplicacdo de niimeros naturais.

Teorema 2 — Um ntimero racional é igual ao nmero racional
que se obtem dividindo numerador e denominador por um seu divi-
sor comum.

8 . - .
Com efeito, sendo ? um nGmero racional e d um divisor

a--d a
comum de a e b, dizer que 2 — ?

significa que (a:d)b =

a(b:d), o que é verdade, pelo que vimos na teoria dos niimeros na-
turais.

III. SIMPLIFICACAO DE NUMEROS RACIONAIS

Simplificar um nGmero racional significa encontrar'um outro
nimero racional que lhe seja igual e no qual o numerador e o de-
nominador sejam respectivamente menores do que os do primeiro.

O teorema 2 permite efetuar essa operacdo, quando existe, na-
turalmente, um divisor comum ao numerador e denominador. Por
exemplo, pode-se substituir 36/72 por 6/12. Este novo niimero
pode ser substituido por 1/2, por exemplo. A simplificacdo de um
namero racional pode fazer-se sempre que o numerador e o deno-
minador ndo sejam primos entre si, com a aplicacdo do teorema 2.
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{ ; a c m .
Sejam os nameros Tatime —; multipliquemos o nume-
n

IV. FRACAO IRREDUTIVEL

rador e o denominador de cada um pelo produto dos denominadores
dos outros dois; vem

Pelo teorema 1 vemos que se multiplicarmos numerador e de-
nominador de uma fracdo por um mesmo nimero natural, obtemos adn cbn mbd
uma fracdo igual a fracao dada. A reciproca, porém, nao é verda- _ : bdn dbn ’ nbd
deira. Para prova-lo basta dar um exemplo: 4/6 e 6/9 sdo duas ‘
fracoes iguais, pois que 4 . 9 — 6.6 e o numerador e o deno-
minador de uma delas nao sao equimiltiplos do numerador e deno- a c m
minador da outra. 2 nameros THE e e tém todos o mesmo denominador.

s d n
Demonstraremos, contudo, o seguinte

RS SR e S, ATl SR S e e =)

-

e, ésses nimeros, pelo teorema 1, sdo iguais, respectivamente, aos

Com ésse processo, porém, principalmente quando se trata de mui-
Teorema 3 — Toda fracao igual a uma fracdo que tem o nu- : tos nimeros, somos conduzidos a operar com nimeros muito grandes.
merador e o denominador primos entre si, tem o numerador e o de- \

. NS AN AT oy FRENSE N

: i, F AV, a c m
nominador equimultiplos dos da primeira. : i Sejam oo trés nimeros racionais e M o minimo
‘ ; o = 3 .e d n
Com efeito, sejam s e = as duas fragbes dadas, sendo ' multiplo comum dos denominadores. Pelo que ja foi visto na teoria
do minimo miultiplo comum, M, em geral, é menor do que o pro-
m e n primos entre si. Devemos provar que a =—mq e b = nq, duto b.d.n. E facil, entdo, transformar cada nimero em outro
sendo g um nimero natural.  igual e que tenha M como denominador, bastando, para isso, mul-
Ora, sendo n um fator de an e an = bm, n divide bm, e tiplicar numerador e denominador do nimero dado, pelo quociente
como é primo com m, n divide b. Seja entdo b =— nq. Subs- de M pelo denominador do niimero dado. :
tituindo b por nq. obtemos Coitahalate
an = nqm.. 01{, supnmu_ldo o t"atc’)r .comum n, 5 a X (M = b) a X (M :b)
a — qm , isto é, a e b sao equimiltiplos de n e m como que- =5 = :
riamos provar. b b X (M -~ b) M
Chama-se fracao irredutivel a fragdo em que o seu numerador
e o seu denominador sdo primos entre si. Justifica-se a denominacao
pelo fato de ser impossivel encontrar uma outra fracdao, de numera- b VI. DESIGUALDADE

dor e denominador respectivamente menores, igual a uma fracao

irredutivel. 3 : d i : LR N ’
Dados dois nimeros racionais, diz-se que o primeiro é maior

do que o segundo, se o produto do numerador do primeiro pelo
denominador do segundo é maior do que o produto do denominador
do primeiro pelo numerador do segundo.

V. REDUCAO AO MESMO DENOMINADOR

: : iy Ay : e . a c 4 3
Reduzir dois ou mais nimeros racionais ao mesmo denomi- Assim, b— X E sa- @ de>>=h. 0 ? > — porque
\ 4

nador é encontrar outros tantos nimeros racionais que sejam res-
pectivamente iguais aos nimeros dados e que tenham os denomi-
nadores iguais entre si.
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No caso particular de possuirem ambos os niimeros os denomi-

a
nadores iguais, isto é, se T > ) e b = d, da desigual-

dade a.d > b.c, se deduz a > ¢, isto é, o maior nimero
tera maior numerador. E, analogamente, se os numeradores forem
iguais, deduz-se que o menor niimero terd maior denominador.

VII. ADICAO

Dados dois ou mais niimeros racidnais, chama-se soma desses
numeros ao nimero racional que tem para denominador o produto
dos denominadores dos nimeros dados e para numerador a soma
dos produtos de cada numerador pelos denominadores dos restantes
nimeros.

Os nimeros dados chamam-se parcelas e adicdo é a operacéo
que tem .por objeto determinar a soma. Indica-se uma soma escre-
vendo as parcelas umas em seguida as outras e separadas pelo
sinal - .

a c P " 3
Assim. se F F, — sao as parcelas, a soma sera
RS- p adq 4+ cbq -+ pbd

b i qany bdq

A adicao de numeros racionais goza das seguintes propriedades:
1) uniforme;
2) comutativa;
3) associativa;
4) monotodnica.

A propriedade uniforme pode enunciar-se assim:

Somando os primeiros membros de duas ou mais igualdades e
-somando os segundos membros, as duas somas sdo iguais.

Vamos fazer a demonstracao para o caso de duas igualdades,
mas, como a demonstracao nao vai depender do ntimero delas, sera
geral.

o ——
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Sejam

a m .

—_ s — e — = -

b d n M
Provaremos que

a c P m

b + d ! q ST

ou que
ad 4 cb pn -+ mq
bd 0 gn

se mostrarmos que
(ad + cb) gqn = (pn + mq) bd .
Com efeito, das igualdades (1) tiramos
aq = pb, cn = md

e, multiplicando ambos os membros da primeira por dn e os da
segunda igualdade por bg, vem:

aqdn = pbdn, cnbq = mdbgq
Somando membro a membro estas duas igualdades, obtemos
aqdn -+ cnbq = pbdn + mdbq
ou pondo em evidéncia gn no primeiro membro e bd no segundo,
(ad + cb)gn = (pn + mq)bd;
como queriamos provar.
Propriedade comutativa — A soma de ntmeros racionais é

independente da ordem das parcelas.

Mostremos que

a c c a
B T bR

Com efeito,

a c ad + cb c a cb 4 ad

B T G R T
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Mas cb 4+ ad —ad 4+ cb e 'bd = db (propriedades dos
nGimeros inteiros).

Portanto:
ad + cb cb 4 ad
bd e db
de onde
a 4 - Esrid
TR ek TR e AT
Propriedade associativa — Numa soma de nameros racionais

podemos substituir dois ou mais déles pela sua soma efetuada.
Demonstremos que
a cq + pd

a C p__ 2
—§+d+q—b+ dq ot

Efetuando as somas indicadas, vem

a+ c p _  adq+ cbg + pbd
b d P bdq ¢

a cq + pd adq + cgb + pdb

b dq bdq

Mas, pelo que vimos sdbre os nameros inteiros,
adq + cbq + pbd = adq + cgb + pdb

e, portanto, a igualdade (2) é verdadeira e a propriedade fica assim
demonstrada.

Propriedade monoténica — Somando o primeiro membro de
uma igualdade com o primeiro membro de uma desigualdade e
efetuando idéntica operacdo com os segundos membros, as duas
somas constituem uma desigualdade do mesmo sentido que a desi-
gualdade dada, tomando como primeiro membro a soma dos pri-

meiros membros.

Sejam

a c P m
= —, — > - 3)
n

MATEMATICA

Mostraremos que

a p c m
T + ey > T o oy

0 que equivale a mostrar que g

; aq + pb cn 4+ md &

(aq + pb)dn > (en 4 md) bq.

Das relacoes (3) tiramos

ad = bc e pn > qm

ou,-multiplicando ambos os membros da igualdade por gn e os da
desigualdade por bd,

a.d.q:n = b.c.q.n e p.n.b.d > qg.m.b.d.

Se a = 0, daigualdade a.d = b.c resulta ¢ = 0, pois A
que b, como denominador, é diferente de zero. E, como vimos, a :
soma de um nimero natural qualquer com o zero é igual ao nimero
natural dado,

a.d.q.n 4+ p.n.b.d = p.n.b.d

V e
X b.c.q.n 4+ q.m.b.d = q.m.b.d
3 e, portanto, o

4 a.d.q.n 4+ p.n.b.d > b.c.q.n 4+ q.m.b.d . b

S‘f a % 0, e consequentemente, ¢ 5= 0, pela propriedade
monotdénica dos niimeros naturais, obtemos novamente

a.d.q.n 4+ p.n.b.d > b.c.q.n 4+ q.m.b.d,

desigualdade que, pondo em evidéncia dn no primeiro membro e
b.q no segundo, se transforma em

(a.q + p.b)d.n > (c.n 4+ m.d) b.q

como se queria provar.

Simplificagdes na adicio — Seja efetuar a soma seguinte

a+c m
b s
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§ 1° PRELIMINARES. DETERMINACAO
DE UM PLANO

I. Preliminares

Admitimos sem definir os entes: ponto, reta e plano. Dizemos
entdo que sdo tres conceitos primitivos. Designaremos os pontos
com letras maitsculas, A, B, C,...; as retas com letras minusculas,
a, b, ¢,...; os planos com letras gregas mindsculas, a, By iyd i

Um outro ente é o da seguinte

Definigdo. Chamamos espaco a totalidade de todos os pontos,

Iniciaremos o nosso estudo com a enumeracao de oito pro-
priedades intuitivas que dizem respeito aos entes acima intro-
duzidos, V)

Sao:

a) A reta tem infinitos ?> pontos,

b) Dois pontos determinam uma reta, isto é, por dois pontos
passa uma e uma sé reta.

Nota. Em virtude déste postulado, uma reta pode ser tam-
bem designada por duas letras maitsculas, AB.

c) Tres pontos ndo situados em linha reta (ndo pertencentes
a uma reta) determinam um plano. isto é, pelos tres pontos passa
um e um sé plano.

Nota. Um plano pode ser também designado por tres letras
maiuasculas, ABC, e que é justificado pela propriedade c.

d) Uma reta, que possue dois pontos num plano, esta intei-
ramente contida nele, @)

(1) Estas propriedades provenientes da experiéncia ou da observacdo, porisso, cha-
madas intuitivas, sdo designadas com o nome de postulados ou axiomas, Usaremos sempre
a primeira denominagfio. Os postulados sdo propriedades admitidas sem demonstracdio.

(2) A expressiio infinitos pontos significa aqui a possibilidade de considerarmos
tantos pontos quantos quisermos.

(3) Tambem se diz: “a reta pertence ao plano’’, “a reta e o plano se pertencem’’,
“o plano passa pela reta’’.

L e s
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&) Postulado da divisdo do plano. Uma reta de um plano
divide-o em duas regides, que se chamam semi-planos (um se diz
oposto do outro). A reta é chamada origem de cada um dos semi-
planos. Um segmento ¥ cujas extremidades sao dois pontos %)
do mesmo semi-plano ndo encontra a reta (origem). Se os dois
pontos ) forem de semi-planos opostos, o segmento, cujas extremi-
dades sdo ésses pontos, encontrara a origem,

f) Um plano tem infinitos pontos,

g) Postulado da divisao do espaco. Um plano divide o
espaco em duas regioes, cada uma das quais se chama semi-espaco
(um é o oposto do outro). O plano é a origem de ambos os semi-
espacos. Um segmento, cujas extremidades sdo dois pontos %)
d mesmo semi-espaco nao encontra o plano (origem). Se os pon-
tos (9 se acharem em semi-espacos opostos, o segmento mencionado
encontrara a origem.

h) O espaco tem infinitos pontos,

II. Determinacao de um plano '*

Temos quatro casos de determinacao de um plano: um é dado
pelo postulado c; dois sé@o conseqiiéncias dos postulados c e d; e
o Gltimo provém da definicdo de retas paralelas,

(4) Ja conhecemos as definicdes de semi-reta e de segmento, pois a geometria plana
é estudada no curso ginasial; entretanto, a titulo de recordacéo, lembraremos ésses conceitos.

Semi-reta é qualquer uma das duas partes em que um ponto divide uma reta, cha-
mando-se ao ponto, origem de cada uma das semi-retas. Ver figura 1.

Segmento é a parte de uma reta comum a duas semi-retas dessa reta, isto é, tomando-se

SIMIRETA

SEC1-RETA A SEMI-RLTA

STMIURETA e STMIRETA

F1G. 1 Fi1G. 2

dois pontos A e B numa reta r, cada um déles divide r em duas semi-retas: a parte
comum a uma semi-reta de origem A e a outra de origem B é o segmento. AeB
sio as extremidades do segmento. Ver figura 2.

(5) Ni&o da origem.

(6) Um plano estd determinado quando os elementos dados permitem concluir a sua

existéncia ¢ a sua unicidade.
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Assim, teremos:

a). Postulado c. Tres pontos ndo situados em linha reta
determinam um plano,

b) .Teorema ! Um ponto A e uma reta a que nao se per-
tencem (isto é, A ndo esta na reta a) determinam um plano (7).

DEMONSTRACAO

3 Com efeito, tomados dois pontos B e C sobre a, os trés pontos A, B, C
nao situados em linha reta, determinam um plano o8
(post. c), o qual contem a, porque possue dois A
pontos B e C da reta a (post. d) (fig. 3). Y Y (3
O plano determinado é (nico, porque qualquer
outro plano, contendo A e a, conteria os pontos
A, B, C e nao poderia ser diferente do ja mencionado plano.

c¢) Teorema 2. Duas retas a ¢ b que se cortam, determinam
um plano. (7

DEMONSTRACAO

Tomando-se os pontos B e C respectivamente sébre
as retas a e b, e considerando-se também o ponto A,
encontro de a e b, teremos pelo postulado ¢, um plano
determinado por ésses trés pontos A, B, C, o qual
contém as retas a e b (postulado d) (fig- 4).

O plano é Gnico, pois qualquer outro plano con-
tendo as retas a e b, também possue os pontos A, B, C
Fic. 4 e nao pode ser diferente do plano ja visto.

d) Duas retas paralelas determinam um plano.

3 Sabemos que duas retas co-planares a e b sdao paralelas quando
nao se encontram. Dai, concluimos que a existéncia das retas para-
lelas supde a do plano delas,

A Esse plano é Gnico, porque pode ser também julgado como o
determinado por uma das retas e um ponto da outra,
E atil conhecer desde ja a

(7) Os teoremas 1 e 2 podem ser dados como postulados.
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Definicdo. Duas retas que nao estao no mesmo plano, cha-

mam-se reversas. (8

Nota. Os casos de determinacao do plano justificam as se-
guintes designacoes de um plano: plano ABC, se determinado por
trés pontos; plano Aa, se por um ponto A e uma reta a; plano ab,
se por duas retas a e b.

Nota. Para fixar as idéias, representam-se, nas figuras que

sua parte, limitada por uma linha fechada. Usa-se muito o para-

reta comum passando pelo ponto.

EXERCICIOS

§ 1°

1. Porque assentam sempre perfeitamente as mesas com trés pernas e que hd uma reta comum aos planos ¢ e B por A .

DEMONSTRACAO

Justificar. Sugestao: aplicar postulados b, ¢ e h. , C em B, respectivamente nos semi-espacos I e II,

3. O plano tem tantas retas quantas desejarmos. Justificar. Sugestao: ¢ de modo que A, B e C ndo fiquem em linha reta.
e e o T, Unindose B e C, teremos uma reta BC no plano §8
(post. d). Pelo postulado g, BC encontra ¢ num
ponto D, que evidentemente também é ponto de f3.
Assim, D é um outro ponto comum aos planos ¢ e 3.
distinto do A, porque A ndo esti, pela construcao,

4. Por uma reta passam tantos planos quantos desejarmos. Justifi-
car. Sugestao: aplicar o teorema 2-e postulado h.

5. Verificar que por dois pontos passam tantos planos quantos dese-
jarmos. Justificar. Sugestao: conseqiiéncia do exerc. 4.

6. Um quadrilatero reverso (isto é, cujos vértices nao se acham num na reta BC. Unindo-se A e D, teremos uma reta

mesmo plano) nao pode ser um paralelograma. Sugestao: Usar a letra d AD situada nos dois planos ¢ e 3, por ter os pontos
do n.° II e o postulado d do n° I. A e D quer em g, quer em 8 (post. d). Nao pode

b : $. HEo
/ B planos coincidem (§ 1.° - II - teorema 1).
(8) A existéncia de retas reversas é facil de ver:

¢ suficiente considerar a reta a, num plano a (fig. 5)

e a reta b determinada por um ponto A de ., ndo

fora de (. Observe-se ainda que essas retas ndo tém de a em f)) ou de ,f em a.

ponto comum, porque nesse caso elas determinariam

um plano que as conteria, contra a definicdo.

(-

Consideremos dois planos ¢ e /3 e o ponto comum A (fig. 6).

nao as com quatro? Sugestao: postulado c. a divide o espaco em dois semi-espacos I e II (post. g) e
2. O espaco tem tantas retas ou tantos planos quantos desejarmos. parte em cada um désses semi-espagos. Escolhemos entio dois

Fic.

§ 22 — INTERSECCAO DE DOIS PLANOS

i . » Vamos agora examinar a natureza do ente comum a dois
acompanham as demonstracoes das propriedades, os planos por uma planos a e 8. Para éste fim, demonstraremos o

lelograma, Teorema 3. Dois planos que tém um ponto comum, tém uma

Provaremos

B tem uma
pontos B e

6

haver outro ponto comum aos planos ¢ e 3, fora dos da reta BC, seniao os

{ Definigdo. A reta comum aos planos a e B chama-se inter-
pertencente &4 a, e um ponto B qualquer do espaco, L seccao dos dois Planos- Tambem chama-se a esta reta de traco

Nota. Uma reta r pode ser designada com a notagdo ag, isto
€, com as letras que indicam os planos, cuja interseccéao é r.




§ 3. — RETAS PARALELAS. ANGULOS DE RETAS
REVERSAS

I. Retas paralelas

A definicao de retas paralelas ja é conhecida (§ 1.° - II - d).
Vamos examinar como o Postulado das Paralelas, visto na
geometria plana, estende-se imediatamente ao espaco,

De fato, considerado um ponto A fora de uma reta a, a pa-

ralela b a reta a, conduzida por ésse ponto A, devendo ser co-planar
com a, estd no plano Aa determinado pelo ponto A e pela_ reta a,
e neste planp vale o postulado das paralelas. Por conseguinte, no
espaco, também temos a propriedade:

Por um ponto A fora de uma reta a, podemos conduzir somente
uma reta b paralela a a,

Teorema 4. Dados tres planos que se encontram dois a dois
segundo tres retas distintas, ou estas retas passam por um ponto
ou sdo paralelas.

DEMONSTRACAO

Para facilitar a linguagem, chamemos aos planos, ¢, 3, y; as interseccoes,
aE(ﬁ;').bE(a;')ecZ(a?@,)- ;

Considerando-se as retas a e b, por exemplo, vemos que sao’ co—plan,ar?s,
pois a — (B ) e b' = (a y) estao no plano y , como decorre até da propria
notacao. De modo anélogo, ¢ e b sdo co-planares, bem como a e ¢ .

Temos dois casos: ;

a) Suponhamos em primeiro lugar que a e b se encontr‘em em O (fxdg,
7) e provemos que c passa por O, interseccao de a e b. O é o encontro :
a e b e entao pgnto comum de ¢, 3, ¥, pois a = (;:3‘/) e b"=— (ay)- P
veta ¢ é interseccdo de g e 3 e por conseguinte, contém também o po'nt’o Q.
Déste modo, vemos que ¢ passa pelo encontro de a e b. Este ponto O é tnico,
pois se houvesse outro ponto O’ de interseccao das retas a, b, ¢, a reta
OO’ estaria nos trés planos a, 8, y, pois teria df)is’ pontos em cada plano
(postulado d, § 1.2 - I), o que iria contradizer a hipotese.

MATEMATICA
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3:(ep) byl (up)
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b) Sejam a e b paralelas (fig. 8) e provemos que ¢ é paralela a aea b .
Com efeito, se ¢ niao fésse paralela a a = B
sao co-planares (plano B). Neste caso com o raciocinio empregado em a),
demonstrariamos que b passa pela interseccao de a e ¢, e entdo b encontraria a
contra a suposicao que estamos fazendo. Logo a e c siao paralelas, pois sao
co-planares e nao se encontram. Com idéntico raciocinio, pode ser demons-
trado que ¢ nao encontra b, isto é que c é paralela também 2 b .

¥), encontraria a, porque a e ¢

Teorema 5. Duas retas paralelas a uma terceira sao paralelas
entre si.

DEMONSTRACAO

Temos dois casos:

a) As trés retas sao co-planares,
cido de goemetria plana.

b) As trés retas nao sao co-planares, e é o caso que vamos demonstrar,
cuja dificuldade esta na verificacdo da co-planaridade das retas.

Sejam entao a e b paralelas & ¢ (fig. 9). Consi- Be ()
deremos entdo o plano B das paralelas a e ¢ e o plano ,' I
das paralelas b e ¢c. Tomemos agora um terceiro plano
¥, determinado pela reta a e por um ponto A de b.
Estes trés planos se encontram dois a dois segundo trés
retas distintas, a saber: ¢ e 3 (), B e y (a), g e
y (b'). Notemos também qtfe b' passa por A, e per- '
tence aos planos ¢ e 3, sendo portanto co-planar com  &(yg) b c(Lp)
as retas ¢ (plano ¢) e a (plano y) . Estamos entac
em condicdes de aplicar o teorema 4, isto &, ou as trés
retas a, b’', ¢ passam por um ponto, ou sao paralelas. Porém, como as retas
a e c sao paralelas, por hipétese, b’ é também paralela 4 ae &4 ¢ . Todavia, b’
nao pode passar por A e ser paralela a ¢, salvo que coincida com
reta, por hipétese, é a parela a ¢ pelo ponto A . Neste caso, para nao haver
contradicao, b’ coincide com b , € como b’ é paralela a a, entio b é paralela
@ a, como queriamos demonstrar.

e nesta hipotese, é um teorema conhe-

Fic. 9

b, pois esta

Teorema 6. Dois angulos, cujos lados sdo respectivamente
paralelos, sao iguais ou suplementares,
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No caso em que os angulos sejam co-planares, é um teorema conhecido
de geometria plana. Estudemos a hipitese em que os angulos estejam em
planos diferentes.

a) Suponhamos que os angulos rAs e r'A’s s’ tenham os lados respecti-

vamente paralelos, dirigidos dois a dois no mesmo

A A sentido e demonstremos que sdo iguais (fig. 3}0).
Tomemos os segmentos AB — A'B’ sébre os la-
dos paralelos r e ' e AC = A'C' sobre os lados

s es. Unamos A e A, e B, C e C. O qua-
drilatero ABB'A’ é um paralelograma, pois os lados
opostos AB e A'B’ sao iguais (construcao) e para-
lelos (hipétese). Dai, concluimos que AA’' e BB’
sao segmentos iguais e paralelos (lados opostos de
um paralelograma) . Com idéntico raciocinio, pro-
vamos que AA' é igual e paralelo a
CC% 5
Concluimos entdo que CC' e BB’
sao iguais e também paralelos, con-
forme propriedade transitiva da igual-
dade de segmentos e teorema 5 déste §.
Unindo-se C e B, C' e B/, o qua-
drilatero BCC'B’ é um paralelograma,
pois tém os lados opostos CC' e BB’
iguais e paralelos. Logo os lados BC e
B'C' sdao iguais como lados opostos de

A / Fic. 11

‘um paralelograma. Déste modo, os
tridngulos ABC e A'B'C’ sdo iguais,
pois tém os tres pares de lados res-
A pectivamente iguais (AB = A'B’,
AC = A'C’, BC = BC).
Os triangulos ABC e A'B'C’ sendo
S' iguais, os demais elementos sao respec-
tivamente iguais, e entdo os angulos
BAC (ou rAs) e B'A'C’' (ou r’A’s’)
sdo iguais como queriamos provar.
b) Sejam os lados r e r' paralelos, dirigidos em sentido contrario, bem
como s e s, também, em sentido contrdrio (fig. 11). Neste caso prova-se que

Fic, 12

i
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os an ao iguai i a
gulos sao iguais. Deixamos a demonstracao a cargo do aluno sugerindo
R

:i]:::xzs que o :mdgulo oposto a um déles (por exemplo, a r'A’s’ ou seja ;'A’;')
com os lados respectivamente paralel :
Pttt s ol elos aos de outro e no mesmo sentido,

o tl:;doSe)am Idois lados r .e.r" paralelos e dirigidos no mesmo sentido e os
o s s e s’ paralelos, _dmgldos em sentido contrério (fig. 12) Pode-se
nstrar que neste caso sao suplementares. O aluno poderé demo;Istrar com

a ;:g(;xmlted sugestéo:.a semi-reta oposta ao lado &, s’ , forma com r um én
gu € lados respectivamente paralelos aos do angulo rAs e dirigidos dois a dois

no mesmo sentido. a g A
do. Observando-se que os angulos r'A’s’ e s/A’r’

= sa
mentares, a demonstracdo apresenta-se imediatamente ., 0 suple-

II. Angulo de retas reversas

Consideremos duas retas i
- reversas a e b (fig, 13) e esta -
mos sobre cada uma um sentido. ) s

Posto isto, demonstremos o seguinte,

.Teorema 7. Conduzindo-se por diversos pontos A, B (248 b |
S ; i 7 Ve .
semi-retas Paralelas a aeab, com os mesmos sentidos destas retas
o_btemos diversos angulos de vér- :
!.’]CGS'A,B.C,D... que sao 4
iguais,

DEMONSTRACAO

Com efeito, tais angulos sdo iguais, A
porque os seus lados sao respectiva-
mente paralelos e dirigidos dois a dois

Do mesmo sentido (teorema 5 - § 3.° )/
- fig. 13). a / b
Com éste teorema justifica-se a Fic. 13

Deflt:n'qao. Angl.xlo de duas retas reversas (orientadas) é o

g:: setio téem conduzindo por um ponto qualquer, duas semi-retas

pectivamente paralelas a essas retas e com a mesma orientacao
que elas possuem.

No-ta. Os pontos A, B, C
sébre as retas a e b, podem ser também escolhidos
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